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Lời nói đầu 


— 
cử khi các thế hệ máy tính với chức năng giải được phương trình 
bậc 2, bậc 3 và các hệ phương trình ra đời, việc học tập và thi cử đã 
có những cải tiến đáng kê. Đến nay sự ra đời của máy tính CASIO 
570VN Plus với nhiều tính năng vượt trỘi: 


I. Đối với bậc THCS máy tính thực hiện các phép chia có dư, 
phân tích thành thừa số nguyên tố, tìm ƯCLN, BCNN. 


2. Các phép tính số phức, dạng đại số và dạng lượng giác. Đặc 
biệt tính được lũy thừa bậc 4 trở lên cho sỐ phức. 


3. Lưu được các nghiệm của phương trình bậc 2, 3 và nghiệm 
*, y,z của một hệ (2 ân, 3 ân). 


4. Giải được các bất phương trình bậc 2 và bậc 3, tính được giá 
trị lớn nhât/giá trị nhỏ nhât của một hàm sô bậc hai. 


5. Tạo bảng số từ 2 hàm trên cùng một màn hình tính toán 


6ó. Các phép tính vectơ, định thức và ma trận, tính toán phân phối 
trong thông kê. 


Rất nhiều tính năng khác mà dòng máy này đem lại như: 


5 Tính toán với các sô thập phân vô hạn tuân hoàn giúp hiêu thêm 
vê tông của một câp sô nhân lùi vô hạn. 


° Lưu hai kết quả cuối cùng vào bộ nhớ thông qua phím [Ans 


và (PreAns). 
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Việc sử dụng máy tính thật cần thiết như thế, nhưng rất nhiều học 
sinh vẫn chưa khai thác hết các tính năng ưu việt của nó. Tập tài liệu 
này giúp cho các bạn đồng nghiệp nắm vững việc sử dụng máy tính 
trong giảng dạy và truyền đạt cho học sinh các kỹ năng này để các 
em làm tốt bài tập và bài thi của mình. 


Quyên sách được viết trong một thời gian ngắn để kịp cho các khoá 
bồi dưỡng giáo viên. Các tài liệu tham khảo được liệt kê đầy đủ ở 
cuối sách. Đặc biệt trong quá trình biên soạn tài liệu, tôi tham khảo 
một phần của quyền sách 


HƯỚNG DẪN SỬ DỤNG VÀ GIẢI TOÁN TRÊN MÁY TÍNH CASIO 
FX-500MS 


của nhóm tác giả NGUYÊN VĂN TRANG-NGUYỄÊN TRƯỜNG CHÁNG- 
NGUYÊN HỮU THẢO-NGUYÊN THẺ THẠCH. Trong quá trình giảng 
dạy, chúng tôi sẽ có những hiệu đính và cải tiên thích hợp. 


Mọi ý kiến đóng góp gửi về email nthaison@gmail.com 


hoặc email vinh@)bitex.com.vn, điện thoại 08.3969 9999 (I2xt: 005) 


Thành phố Hồ Chí Minh ngày 26 tháng 5 năm 2015 
TS Nguyễn Thái Sơn ! 


'Nguyên Trưởng Khoa Toán-Tin, Đại học Sư Phạm TP Hồ Chí Minh (2000- 
2009) 
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PHẨN | 


CÁC Hà) NĂNG VƯỢT TRỘI 


CỦA MÁY TÍNH CASIO 
CAI) j nhì L— 





CHƯƠNG ] 


SỬ DỤNG MÁY TÍNH 
CASIOFX-570VN PLUS - 
TRONG CHƯƠNG TRÌNH LỚP 10 


1.1 Mệnh đề - tập hợp 


Ví dụ 1: Cho tập hợp số sau đây: 





h 
A=4|rn€Nvàn >3 
l - 


I. Tìm số hạng ứng với n = 35 của A. 


2. Tìm tổng của 38 số hạng đầu tiên. 


I. DJ [EJ LƠ J  J DJ z7 Bàu) (3)[5) 
E T5 


. M8] (sử (S=) 00 () LO øØ 1 D) 
(4) 3 (A2) 38 ([=] 3.819855204 
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Ví dụ 2: Cho tập hợp số sau đây: 








neN'} 


| 2n 
A= 
3n+2 


Tìm sô hạng ứng với n0 = 15 của A. 


[2] 6) (E) 8) ø Œ) 3) @g (5) 8 - 


ữ 





12 Hàm số 


Hàm số là một khái niệm cơ bản trong chương trình môn Toán bậc 
THPT. Thông qua máy tính cầm tay, các em có cơ hội nắm vững 
được các khái niệm trừu tượng thong qua các phép tính cụ thể. 

Ví dụ 1: Điền các giá trị của các hàm số: 


S 
1= /(XÌ =— 2A . Bi 


yý@=g(z)=v3-4x 


vào bảng sau đây (làm tròn hai số lẻ thập phân sau dấu phây) 




















Trả lời: 


U111807 101 8/108/018.D1U. 0) 


Œ] ƒ0)=~2x2+332+Š [E] gœ)=v3-4x [BS] 
Start -v3 [E]End v3 {[E) Step v3/2 (S] 
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Một trong các ứng dụng của việc lập bảng cho hai hàm số là vẽ hai 
đồ thị lên cùng một trục toạ độ, qua đó có thê biết số nghiệm của một 
phương trình. Khi đã biết số nghiệm của phương trình nào đó, đùng 
chức năng (SOLVE) của máy tính, ta có thể tìm được 
các nghiệm đó. Ví dụ đối với hai hàm số trên ta có đô thị như sau: 








Nhìn vào đồ thị, ta thấy phương trình: 
= 
-2x°+3x” + S v3—4x 


có một nghiệm duy nhất. 
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Vị dụ 2: (Bộ Giáo dục và Đào tạo, THP'T, 2008-2009). Tính giá trị 


của hàm số: 
3 2 s 
Wx“+sIinx+l 
j LÄ]= —=amm 
In(x2+ Wx+3) 
tại điểm x = 0.5. 
GIẢI 


() /1/092180900ì0L.9/7.)(:(08.1(7- 


(E) (âm) (s) (2m) ) (z3 (Ð @n) [X) DỊ] 


L1) œ® ím) ® 3) 
0.5 [E] 0.78495729 





Ví dụ 3: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 


3.1—-2V5 


———-+x-7,8+3V2 
v8,4—7,2 


0= 000) C9 dc. 


HẠ ¡0 0//8101/71000)18)/721)000. 104), UỢ¡ 1| 


7m =5  ẽ..E 


68,4—7,2 
)\ (ŒEl (Œ) X-Value Maximum = 0,1112909362  {E] 
Y-Value MaxImum = —-3,541010225 





11.5 


Lưu ý đề nhập biểu thức ———————— ta thực hiện như sau: 
v6%,4—=7,2 

LƠ 3.1 (=] 2 (z) š D) D) (mã (d (4) 64 DỊ) 

(=)] 7.2 
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Về phương diện trình bày lời giải, dựa vào kết quả máy tính cung 
câp, ta vIỆt: 


ƒ(x) = —1,32(x— 0,1112909362)Ê — 3,541010225 


Vậy ƒ(x) < —3,541010225 xảy ra dấu bằng khi và chỉ khi 
x=0,1112909362. Do đó GTLL của hàm số là —3, 541010225. 


1.3 Vấn đề giải hệ phương trình 


+ giải một hệ phương trình vừa là yêu cầu của một bài toán 
đại SỐ nhưng đồng thời cũng vừa là một công cụ để giải các bài toán 
đai số khác, ví dụ tìm hệ số của một đa thức hay tìm lao điểm của 
hai đường thăng. 


Ví dụ 1: Giải hệ phương trình bậc nhất ba ấn: 


220 bà) 287/5 1) 
4x+3y—-z=8 
8x+5y+3z = 10 


I109/)011/)111Ä:w)/1187. 8-10) 





Ví dụ2: Giải hệ phương trình bậc nhất bốn ấn: 


WWw.bitex.com.vn ọ 


GIẢI TOÁN VỚI MÁY TÍNH CASIO FX-570VN PLUS 


#=ÿy-ã+f=535 
2Y—=y+öz+ö£=s. 
x+2y+3z—4=0 
x—y—4z+f= l4. 

Khử £= —x+ y+z+35 giữa các phương trình của hệ, ta có: 
ZX—y+3z+5(-x+@ 1... ..Ỏ 
x+2y+3zZ-—4(—x+y+Z+35)= 
x—=y=4z+(TfT1J 17133) = l1 
—3x+4y+8z = -245 

= 4 5x—-2y—z= 140 
—3z= -21. 

I800)1/0)//15ã19)/1 0E. Ả. 
(5) (2) 

(=)(s)(=)©)(2)(4)(5)=) 

BE L1] [4)(6){=) 

E) [©] (2) Lr) 

1 [wH] RA (A) 

_n ImH] T8) G0 Em (B) 

Z=7 |wm] R@) 6T0) m3 (Q 


L1){©) A) (+) ø) [#) (9 [#] L3) [S) ) 7 = -33 


5) (3) 
(lí 
=) 
X= 
Y 





Ví dụ 3: Viết phương trình mặt cầu đi qua 4 điểm: 
Adq,1,1),B(1,2, D,C(,1,2),DứŒ,2, 
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GIẢI 
Phương trình mặt cầu có đạng: 
x“+“+z”—2ax—2by—2cz+ d=0 
Thay toạ độ các điểm A.B,C, D vào phương trình ta có: 


2a+2b+2c-d=3 
2a+4b+2c— d=6 
2a+2b+4c—- d=6 
4a+4b+2c—- d=9 


IÊ)18/1280)0))/0)112410))110) 


(ST0) (A) 
(ST0) (B) 


(mm Rữ) (ST0) ƒm) (C) 
(1) (2) 8 ®)L2) 8 (®)(2) @ (—)(3)E) s 


3 
2 
3 
#2 
3 
2 





Vậy phương trình mặt cầu: 


+ +2 -Cy-Sz+B =Ú. 
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BÀI TẬP 
Bài 1 Giải các hệ phương trình bậc nhất ba ân sau đây: 
TT. 3ƑZ=] 2Š 0n ÿ/+taø=fi 
a) 4 3x+5y+2z=8 b) 4 x+2y—-4z=3 
=2ÿ-52=-—l1 3x-4y-6Z=_—5 
Bài 2 Giải hệ phương trình bậc nhất bốn ấn sau đây: 
x+2y-4z+3/= Ì] 
—=x-2y# "1... sa 
x+2y—-3z+4í=5 
—=2x—4y+ 10z-— 4í = 6. 


(Khử x) 


Bài 3 Cho parabol (P) : y= ax?+bx+c. Xác định a, b,c để cho (P) 
R Am. 15 ø c9gøi 
đi qua các điêm A|z s) B [-š: Ị 
3 4 48 


IP1118.))Ä ¡718721! 


2)Z) (2)ZUL)(3)(EJ(3) =) 
(3)(ML1)(6) E)fO) (3) (BE) (4) ) L1) ) 


L2) (5) (5) L1) (E) (4) (8) =) 


(42)(1(2)(5)=)2)ã8G)(S) 5 
(©} LT) [s) (5) (E) L1) (5) =) 


)25 (8) -49 E1; 
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Ỷ 
Vậy ƒ() =25x”—49x+ 3 
Toán nhanh. Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm 
A(-1;2;3); B(2;—4;3); C(4; 5; 6) 


Trả lời: 


1001/10 ãig)/)/ 8071080071170 Ä(00/)07.807 000101, 


(5) (2) 
(©) L1) [Z) L2) E)f$) E)f©) L1) [=) 


L2) E)©) (4) E) (3) E)f©) L1) E) 
4) E)(5)EIf6) E)f©) L1) E) 


2 Ì 1l 
=¬"=... 





Vậy phương trình mặt phăng đi qua ba điểm A, B,C là 


ñX+3V-l3'.19=0 


1.4 Thống kê 
Mỗi thế hệ máy có các cách sử dụng MODE Thống kê khác nhau. Do 


đó đối với máy tính Casio FX 570 VN Plus, trình tự sử dụng MODE 
Thống kê như sau: 


(1) Nhắn [T] đề xóa số liệu thống kê cũ. 
@) Cài đặt chế độ số liệu có tần só: (® (4) L1). 
@) Chuyển sang MODE thống kê: (3)L1) 
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(4) Nhập số liệu xong nhắn , lưu ý sau mỗi lần viết số liệu 
xong tanhấn (E] để nhập liệu. 


(5) Đề tính tông, tổng bình phương ta nhấn L1)(3)(2) 
(TÔNG), (1)(3) L1) (TÔNG BÌNH PHƯƠNG) rồi nhắn 


(6) Đề tính TRUNG BÌNH ta nhấn (2). 
Œ) Đề tính TÂN SỐ ta nhắn (1)}(4)(1)(E) . 
Muốn xem ĐỘ LỆCH TIỂU CHUẢN ta nhắn L1) L4) L4) (=] 


(9) Muốn xem PHƯƠNG SAIta nhắn [1) (4) (8) 6) z3) 


Ví dụ 1: Một xạ thủ thi bắn súng. Kết quả số lần bắn và điểm số 
được ghi như sau: 





Điểm |4| 5 |6|7 |8|9] 
Lần bắn | 8 | 14|3|12|9| 13 





Tính: 
đ) Tổng số lần băn. 
(2) Tổng số điểm 


@) Số điểm trung bình cho mỗi lần bắn. 
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EU11801))1118 :c. 


(=) (8) E5) =) 
1)£2)(Z)5)()(5)E) ad 


0118111) /108 C2 


(1) Tổng số lần bắn n. ElJ [4] [1] t=ị| 55 


@) Tổng số điểm (sum): L1) (3) (2) 
393 


(3) Số điểm trung bình cho mỗi lần bắn Z: (0 (3® 
L2) Ö] 6.6. 





Ví dụ 2: Sản lượng lúa (đơn vị tạ) của 40 thửa ruộng thí nghiệm có 
cùng diện tích được trình bày trong bảng tân sô sau đây: 





EIXTDRHIHHILDIES 


Tính sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng. 
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EU 11801))1118 :c- 


to [1) 

[sa] tong @ [4) [1] 

on) (3) L1) 
L2)(ø](E'L2)(1)(E)L2)2)2)(3)E)4) =) 


@®@5@5@)5@»5@ 
(5) E)(8) {E) L1) L1) E) L1) (0) E) (6) () ad) 
Sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng: 


x: [MP](1)(4)(2)@ 22.1. 





1.5 Tỉ số lượng giác của một góc 


1. Đôi đơn vị từ độ sang radian và ngược lại 


Ví dụ 1: Đổi œ =33° sang radian. 


Muôn đôi sang radian ta chuyên máy tính vê mode radian 


(4) 
Nhập số 33 sau đó bấm (DRG*) [1] màn hình 


sẽ hiện ra 33°,ta nhân [E] sẽ được s07 





Ví dụ 2: Đổi œ = 33°30' sang radian. 
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Nhập 33 30 màn hình sẽ hiện ra 33)30Ƒ 


sau đó bấm (DRG*) (1) màn hình sẽ hiện ra 


: 67 
33H30°'° tanhấn [E] sẽ được _v 

















Ví dụ 3: Đổi ø = T. sang độ. 


Muốn đổi sang độ ta chuyển máy tính về mode độ 
DI ˆ 

Nhập sô HỆ băng cách nhân phím: (1) 
15 @® 

sau đó bắm (DRG*) (2) màn hình sẽ hiện ra 
T n = `: 

15 r,tanhân [E] sẽ được 12 nghĩa là 12”. 





Ví dụ 4: Đổi ø = = sang độ. 


Nhập số T- bằng cách nhắn phím: 
(0 17 ® 


sau đó bầm (DRG*) {2} màn hình sẽ hiện ra 


7F z z 
Tu nhân [E] sẽ được 10.58823529 nhân vào phím 


ta được kết quả là: 10°35/17” và 65% giây. 
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1.6 Tính các giá trị lượng giác 


Ví dụ 1: Cho sinø = 0,4; cosØ = 0,7 (z,8 đều là các góc nhọn). 
Hãy tính sin(2œ +3). 


(ST0) (A) 
SHIT (ST0) (B) 


() -— 0.0676 (làm tròn 





l+cosơ 


Ví dụ 2: Biết tan =-—. Hãy tính A= 


đề 


lI-sinøa_ 


S ,  l+cosx 
Nhập vào màn hình biêu thức: 
; l-sinx : 
Nhân vào phím , sau đó nhập x băng: 


(2m m [0(#(2 -ˆ 


19 





sẽ 3 
Ví dụ 3: Tính sin” x— cos” x biết cos2x = z: 


3 


Nhập vào màn hình biêu thức sinŸ x— cosẺ x như sau: 


sm (X] D) z3) = 3 
(Ar] (1) [BE] (2) ám) a3 [3) (E) [s) D) ) 





Vậy giá trị của biểu thức là: —0.6261. 
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1.7 Hệ thức lượng trong tam giác 

Ví dụ 1: Cho tam giác ABC có b=7 em; c=5cm; Â= 81°47!12”. 
I. Tính diện tích tam giác ABC. 
2. Tính độ dài BC. 
3. Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

Chuyên máy tính qua MODE radian. 


J5[027/)1/U3)).021124101)11-072)400:41.1U 


I. Nhập 4,b,c vào màn hình và lưu vào [A] vB, 
01594712" [Ra (S10) (A) 
ĩ (STO) (B) 
5 (ST0) (C) 
$= 5 besinA: 1 2 ® 
[sin) [A) ]  17,3250 cm?. 


l3[07/)//V3)111//19247/1)11--1/001411U 


2. Độ dài BC = vbˆ+c?—2bccos A 
() 2 (@ £s} A) D} 
® [=) 


BC 
2sinA: 


(E2 (sm) A) D5) ® [E] 4,0414cm 


3. Bán kính đường tròn ngoại tiếp R = 
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Ví dụ 2: Cho tam giác ABC có a= 8 cm ;b= 7 cm; c=5 cm. GỌI 
A',B',C' là chân ba đường cao hạ từ A, B,C tương ứng. Tìm diện tích 
tam giác ABC”. 


Gọi Sĩ, S lần lượt là diện tích của các tam giác A'B'C' và ABC. 


Nứ 
Ta có: — = 2cos Acos BcosCŒ 


( ¡ii 0091-75: 


(E) 8) [z3 (=) 8 (z3) (2) @ (am 
f0) (ST0) (o3) (E) 





a?+bˆ—c2 
2ab 
(¡i09 i16) 


COSC = 


EM) A) (x3  Ø z3 œ& 2000 
(er) lo] (ST0) [im] (P) 





WWw.bitex.com.vn 20 


GIẢI TOÁN VỚI MÁY TÍNH CASIO FX-570VN PLUS 


$ = bcsin Acos Acos BcosŒ 


(xz) L1) (=) 0) [x3 đ® (D) (E] [E] =ì 1,9441 cm? 





1.8 Hệ trục toạ độ 


Ví dụ: Cho tam giác ABC với A(-4;—3v2), B(2v3;—5), C(1;3). Tính 
góc A và diện tích tam giác ABC. 


AB=(2V3+4,£@ 7 mm nã... 


L1) L2) 
Nhập toạ độ AB. 

(5) [2) (2) L2) 
Nhập toạ độ AC 

bấm (xoá màn hình) 


@MIC]} [5] (AC]} [5] 
HT] (5) [3] 


0.4821465811 


61°10287 
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1.9 Đường tròn 
Ví dụ 1: Viết phương trình đường tròn qua 3 điểm 
A(1;2),BG;2),C(1;—3) 
Phương trình đường tròn có dạng: 
xˆ+yˆ—2ax-2by+c=0 


Thay toạ độ của các điểm A, B,C vào phương trình ta có hệ phương 
trình: 


24+4b+c = -—B HỆ ni 
l0a+4b+c = -29 <c=>( b =  - 
2q-Bbxe = =10 m sa SĨ 


Bấm máy tính giải hệ 3 phương trình (5) (2) 


IÊ)18:/10620)01)/))/19000)/))) 


E) -3 =ì E) -ì 


2 





Ta được phương trình đường tròn: 
#2+y +6x—y—1=0 


Ví dụ 2: Tìm giao điểm của hai đường tròn. Cho hình chữ nhật 
ABCD có A(-4;8) ;C(;—7). Gọi M điểm đối xứng của B qua C và 
N là hình chiếu vuông góc của B trên MD. Biết N(5;—4) hãy tìm toạ 
độ điểm B. Phỏng theo ĐH A2013. 
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Giải: 
Phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật: 
x“+yˆ+3x—y—60=0 
Phương trình đường tròn đường kính BM: 
x+ty II ah 
Toạ độ giao điểm B và N của hai đường tròn là nghiệm của hệ phương 
trình: 
#“+y2+3x-y-60 =0 (1) 
x2+y°—-2x+14y+25 =0 (2) 
Lấy (1) trừ (2) suy ra z = 3y + 17 thay vào (2): 


V117) T7 2301171101418 =Ú 


Ta sẽ thảo luận về việc giải phương trình bậc 2. 
(0 19:0 HÀ. 19))) 90T) 


W0] 5 3 


3+l1 Ki 
2x9kI7-2%⁄31+14 [BI 


17 -2‹i712› (| [=] 





Vì N có tung độ là —4 nên ypg = —7 > xg =—4. Vậy B(—4;—7) 
0-1) .2 C0 45) 


1Í ).. 21 ÌI 3 (x 1! BI 
@&®` (Œ)-4 (=) =. 
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1.10 Ba đường conic 


Ví dụ 1: Viết phương trình chính tắc của êlip qua hai điểm 
3v13 3v1l 
= và| sa) 


M | Sộc 
4 
Phương trình chính tắc của êlip: 


2 y 

x 

ˆ.. 
a2 b2 


Thay toạ độ của M và N vào phương trình ta được: 


©5 
k3 
+ 
= 
lÏÌ 

— 


711/807) /001/)0014118/1080)/10/0)1 700/01/1. 


(3) E)(1)]ET) [z)(EJ) E1) (6) E) L1) =) 





(5J EJ L5) L5) (E) LỤ t8) E) LU)EE) 


l 
ta tính được x= — ; y=-. 
16 9 


Vây gu = lỗ; D =9. 
: ` Nhi mí 
Phương trình chính tặc của êlip là nộ dp “TH lẾ 
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Ví dụ 2: Tìm gần đúng toạ độ giao điểm của đường thăng 


x—8y+4=0 với hyperbol S — n ='Ã 
Xét phương trình: 
4(8y— 4)2—9yˆ =36 


uom) (5) (3) 
4x64-9 [E] -4(8x8) [E]4x16-36 [|] 
lEE] 15122 [ReL) (ST0) (A) 


) 0.1243 [Ret] (ST0) E›»} (B) 
@([1) L1) s5 (A) (—) 4 [E) 32973 
8 Í=) 4 ÍE) -3.0058 





Vậy A(3.2973;0.9122) và B(—3.0058;0.1243) 


2 2 
Ví dụ 3 (D2005): Cho êlip T bự T =1, điểm C(2;0). Tìm các điểm 


A và B trên êlip và đối xứng nhau qua trục hoành sao cho tam giác 
ABC là tam giác đêu. 


Tam giác ABC cân tại C do đó nó là tam giác đều khi và chỉ khi 


ị 2 
# 
AB= AC trong đồ A(x; y) với y= \|1— Fx 


Ta có phương trình: 


bac x“ 
501-  =I 6 21T 
4 4 
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I. Nhập phương trình lên màn hình: 


(21) ) ãJ) œ3 (BE) (4) 


M9] (=) (6s) LƠ J (=j (21D) 
(1E m z3 





D, (SOLVE) 


3. Khi được hỏi, bấm số I (chú ý -2 < x< 2 chờ và nhận một 
nghiệm 0.2857142857 (ta dự đoán đây là sô thập phân vô hạn 
tuân hoàn) 


É _ nẮc 2 
4. Bâm ta sẽ nhận được nghiệm hữu tỉ là x = 5 


5. Tính y 


(1) ø (z2)(8)14)=) 





, , 


Ỷ f 





Vậy hai điểm cần tìm là A _= 


#4 2 
Ví dụ 4(B2010): Cho êlip — : — = 1, tiêu điểm F4, F; (Fị có hoành 


độ âm), A(2; v3). Đường thăng AF\ cắt êlip tại điểm M có tung độ 
dương. N là điêm đôi xứng của F¿ qua Mí. Việt phương trình đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ANE. 


T1 U10) 
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AF\:V3x—3y+Vv3=0<©—>x=v3y-—1 
Tung độ điểm N là nghiệm của phương trình: 


2(V3y—1)2+3yˆ=6 


(3) 
— -4v3 [E]2-6 |] 


` (MB 610) E3 Œ) 
V3 
(A) 


A) (EL1)E) em] pạ) 


L2)(X) A) ()LL) (wm) Ko) (ST0) (mg (Q 
(2) (X)  (=)(0) (em) la) GT0) Em (0) 





Phương trình đường tròn có dạng: 
` s.É „ 
7 Tý —2ax—2by+c=0 


Thay toạ độ những điểm mà đường tròn đi qua ta có hệ phương trình: 


-4a-2V3b+c = —7 
—2a+€C = —] 
8v3 19 
Ta ¬ =.- 
sộ 3 


Cải Fä 
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`. f@J (ST0) [©} (A) 
U (S0) ›») (B) 


(1) (BE) 7 [t 1A) [  œ {© 
3 Jel v3 





Vậy phương trình đường tròn cân tìm: 


4v3 
2+2~2x— y1 =0 


Lưu ý: Theo cách này ta không quan tâm tới tam giác ANF; có 
vuông hay không. 
Ví dụ 5: (Bộ Giáo dục và Đào tạo, THPT, 14.3.2008) 
Tính gần đúng tọa độ giao điểm của parabol (P) : y= x?—2x với elip 
2 TA 
tu # =H 
9 1 


GIẢI 


Phương trình hoành độ giao điểm của elip và parabol là: 
2 
Ặ+3°~2x)?~1=0 


Ta sử dụng thao tác sau đây để tìm 4 nghiệm của phương trình trên. 
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1. Nhập về trái của phương trình trên trong một cặp dấu đóng mở 
ngoặc đơn lên màn hình: 
2 
S +(x2~2x)2~ | 


sau đó nhấn dấu ÍE] (để lưu biểu thức) 


2. Nhấn (SOLVE), nhập số 0 và nhấn dấu ÍE] và 
chờ khá lâu, nêu trên màn hình xuât hiện một thông báo như 


Sau: 
Eontinue:[=l - 
Á= 1H1.hb38hb 
L-E= 102273311. I 


thì bạn nhắn dấu [E] đề tiếp tục, chờ và nhận nghiệm thứ nhất 
là 2.283900202 lưu vào ÍA]}. 

3. Bấm (2 để cuộn màn hình lên và nhấn ® để đưa con trỏ 
lên dòng công thức, bâm vào đê chia biêu thức cho x— 4, 
thể hiện trên màn hình (x) RỊ. 

Bấm (SOLVE), nhắn dấu [E) để chấp nhận [A], 
tiếp tục nhấn dấu (E] để chấp nhận [X}, chờ và nhận nghiệm 
thứ hai là 1.31914171 lưu vào [B]. 


4. Lập lại qui trình trên, chia biểu thức cho (x— 4)(x— P) ; (x— 
)(x— b)(x — c) ta tìm được hai nghiệm còn lại là: 


0.807813066 ;—0.410877979. 
Vậy toạ độ 4 giao điểm cần tìm (làm tròn 4 số lẻ thập phân) là: 
A(2.2839;0.6484), B(1.3191;—0.8981), C(0.8078;—0.9306) 
D(~0.4109;0.9906) 
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Mẹo Vữéứ 


Trong phân Phụ lục (trang138) chúng tôi có đề cập đến sáng kiến của 
học sinh trong việc sử dụng MTCT trong giải toán ở bậc THPT. Ở 
dây dựa vào ý tưởng đó, chúng tôi đề nghị giải bài toán sau đây: 


Cho hàm số: 


_ # +7mx—566 ti 
ý ‹>. 
và đường thăng: đ:wx— 3m + le 
Xác định mm (với giá trị đúng) đê (C) và đ cắt nhau tại hai điêm 
phân biệt. 








GIẢI 
Đề đơn giản, trong bài này ta không đề cập tới các điều kiện. 
Phương trình xác định hoành độ giao điểm của (C) và đ là: 


x“+7mx~—566- (3x—9)(mx— 3m +7) =0 (1) 
))ì\)/0ể 7180/17/15: (8 4/7181y/): 0 )/1)/0//8171. 1:04 


to (2) (x) z3 ®) Z) 9 [x) (—) (5) (6) (e) (—) LÒ) 
(3)(X)E)(9)D)LO) mg [X) (=) (3) 8q (+) [z) D) 
Khi được hỏi X? ta nhập 1000 [E] (0 


CMPLX 8 Mah KA 


(X“+7ix-BBB]T—(EE' 
dinddr 
E20)11:1)/U/2::Á 





(xem tiếp trang 112) 
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97 921|0Ì10)72)) (CÀ (loi | coi 


: IÀT 2.1 )Rf. 





“!% tính CASIO 570VN Plus là một công cụ tính toán hữu 
hiệu để giải hoặc trợ giúp học sinh giải hầu hết các bài toán có trong 


chương trình Trung học Phổ thông. Việc sử dụng hiệu quả máy tính 


nảy, giúp học sinh đành nhiều thì giờ hơn để giải các bài toán mà 
không thê giái được bằng máy tính, ví dụ các bài toán có chứa tham 
số. Trong chương này chúng ta sẽ đề cập đến các bài toán về Giải 
tích (lớp 11v và 12) như giới hạn, đạo hàm, tích phân, dãy số cho băng 


2.1 Phương trình lượng giác 
1. Phương trình lượng giác cơ bản 


Phương trình sin x = ø 


Ta chuyển máy về MODE radian. 
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I. Bấm (sMWf]} (sin] œ [E] ta tìm một nghiệm chính, lẫy nghiệm 
này cộng với k2z. 


2. Nghiệm chính còn lại là z — ø, lây nghiệm này cộng với k27. 


V3 
Vị dụ 1: Giải phương trình sỉn (2x — mÌ = Em 
si] MO (4) 
KG. — 


SH] xi} (eMt] (xi0} (7) 10 (AL@] [sin] 3 
œ® 2 ® D) Œ (ar) f@) (ST0) (©) (A) —— 


Dùng phím (A) cuộn màn hình cũ lên rôi sửa chữa như sau: 


fan f2Ar form F3Axrl (2m) fan) g (1 fan TL F32Ax Em 
HmFIJ |XIU) HFTIJ |XIU)J \2VJ (J) Ì EE/) \ J |XIU) HIf I 


x0) (0 Í=) (@w] §n (z) 3 @® 2 @® D) 


237m 
30 


Ôis 
Ø 
Ụ 


Vậy hai tập hợp nghiệm của phương trình đã cho là 


X = —+kñ 
60 
(keZ) 
2 
= ~#.—. 
60 


Các phương trình lượng giác cơ bản còn lại thực hiện tương tự. 


2. Phương trình zsinx + ?cos x = c 


Biến đồi tương đương thành r sin(x +) = e như sau: 


[eurrÌ [] (Pol) a [Am nÌ fƒW1 famm (fỨSYT1 fa1 nh FY] ƒ=]\ 
tu J L R ] U J1) CÁ \wMcvJ Í LÄ ] 1 1) 1 Lễ j L c2 ] s4 L z ] =1 


Màn hình sẽ xuất hiện r và Ø với Ø đo bằng radian ta có thê đôi sang 
“Zz" bằng cách bấm phím (@d] (Y) 
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Nếu aŸ + b? > c7 thì phương trình có hai tập hợp nghiệm là: 


ÄÑ = nã... 
đIẾT,. (keZ) 
` 


TT — r31ˆ°r*C'f — TẤ Ị L 
X7 1 fỨV 


*“ — TT 
[ -+ —= +“: CL1%..3111 “«JL 


F 


Ví dụ 2: Giải phương trình 3cosx+sỉnx = —2 


EEI [7 (oj6E...4.111,.11. (va) 3 


[=] 
D) =2 
F2; 0=104/19/551 
: 


7 
Vậy sỉin x + V3cos x = —2 ©=2sin|x+ ni =~—2 





SMHJ [sin] (SỈ -.=- .... 
D) Ej 8m &9 [Y) = 


Vậy phương trình có một nghiệm là: 


7T 
| TS 102m nicnz | 


Ví dụ 3: Sở Giáo dục và Đào tạo TP. HCM 08/01/2012. Tìm 
nghiệm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình: 


V2cos7x-3sin7x=v3 (2011°<x<2050°) 
Nhận xét: 
° Chuyển máy tính sang MODE độ: [#MT] L3) 
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+ 14077”< 7x< 143507 


« 39 x 3607 = 14040” ; 40 x 360” = 144002 


GIẢI 





) @E D) 
| (=) (] -123.2784441 1) (SI 0) Íc$} (E) | 
@® ® [1)(8) (0) — SH] (ReL 


E] 
3 


4400 [E] 14276.7215 (thoả) (S#] [7] (S] 





®[š | 
lì») 
= 
©›2 
co 
öO 
C1) mm 
= 


R) | 
[+] ta4nn Í=Ì 14303 74724 (chÃênơ thoả) 
(LÍ) TS TUU (ĐI 1 T.?7.22/<3/ 2<) (11 L } 


Vậy x= 2039931154”. 





3. Phương trình đưa về PTLG cơ bản 


Máy tính có khả năng chuyển đổi biểu thức rsin(x+Ø) với r > 0 
thành zsin x + bcos x. 


n ““...nẾ 
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Ví dụ 4: ĐH A.2008. Giải phương trình: 


1l l _ Tn 
——+——————-=4sin|Ì—-x 
sinx . =] 4 

s11 + "8 





Bắm máy tính (chuyển máy sang mode radian) 





3 
Em l (eo! ðữ) D) Em D) 6) -—~ DỊ] 
Ää =0 =] 


(=) : 
| Vậy sỉin [r- SỊ =c0szx 


—Ì”†¬wolibdzdbiRd2— 


(=] [x) 2v2 
“m1 c!\ .-.⁄2 
(Re) (Y) 2v2 
: mÍ Ku) 

Vậy sin ¬ 2V2(sin x + cosx) 


Phương trình đã cho trở thành: 


1 1 


Sỉinx cosx 





= —-2V2(sỉn x+cos #) 


“=> (sinx+cosx)(l+ v2sin2x) = Ú 
và ta giải như các phương trình thông thường khác. 


Ví dụ 5: Bộ Giáo dục và Đào tạo, THPT, 14.3.2008. Tìm nghiệm 
(đo băng độ) của phương trình: 


2V3cos” x +6sin xcosx = 3+ V3 
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Giải 
Phương trình được viết: 


3sin2x+ V3cos2x =3 


Bảm may tỉnh 





Sm) Œl (5 6P) DỊ] (8) 5) ® ŒE)z-2v5,0- 
| Em m @in) (@ 8 m ø 0 ® 0 | 


() íuw) @%) (Y) (=) (=) [2] (=) '5 
Vậy tập hợp nghiệm thứ nhất là x = 155 + k180? 


@› @ @ [1)(3)(0) (2 #3) 2) E45 
| Vậy tập hợp nghiệm thứ hai là x = 457 + K180” | 
VÍ dụ 5: (Sở Giáo dục và Đào tạo thp Hồ Chí Minh, THPT, 
11.1.2009). Cho xe (27z;37r). y€ (0;7z) và thoả các phương trình: 
tanx=2 ; 2siny+3cosy=l 
Hãy tính: 
_ tan°(x2~ y)+cotP(x— y”) 


_ sin2(x?2+y)+cosf(x+ J2) 


Giải 
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Ð) (Œ) I1.107148718 
7) (E] 7.390334025 [mm] [R) 


li] 
BÌE) 


'£8#R£ 


[su] 
| v13 ;8 =0.9827937232 


II 


2] [smt {)) (3) [)) (E]r=3.605551275= 


C7 QC ng 7 T—”T~‹~-~~x~zx Sổ | 


amrmi Íƒ: 1 /¬in Ì\ fF⁄T1Á fFmr)ì) fñmnmnì FYÌ\ Frýy1 /mg% ƑYT 
SH (SI] (SOI 7 L1) (GJ mã L7) (LÁJ XP? L2) 
(=) [E) —-0.7017588217 

@) (Œ@> xi] (7) [=] (E] 187774029 [MT 
o) (ST0) (›»>} (B) 





2.2 Dãy số - câp số cộng - cầp sô nhần 


H 

Ví dụ 1: Cho dãy sô có sô hạng tông quát „ = —-. 
H 

Hãy việt L0 sô hạng đâu tiên rôi tính tông và tích của I0 sô hạng ây. 


Đề việt L0 số hạng đâu tiền của đãy này ta vào chê độ lập bảng. 
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to] (7) 





Nhập hàm ƒ(*x) = 
San 1 —. n E] Step | . 
E= 


Ta có bảng như bên cạnh. 





Đê tính tông của 10 sô hạng đâu tiên này 
Hạì ẻ sa ) Le 





| set nà | BẾP 


x3 —~ : 59049 
| )} 116.9492 W kẻ 1000 


Để tính tích của 10 số hạng đầu tiên này †a bấm phím như sau: 





00/1/8/0//0U)710/0/0.1)3/7.1/1.4¡01210 007.01) 


uEM) bại ứD 


Nhập hàm 7 (@) 1 (A) 10 ÍE]} 3650731.65 





Ví dụ 2: Cho cấp số cộng: 
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Không dùng công thức, hãy sử dụng máy tính CASIO EFX 570 VN 
Plus, hãy tính số hạng thứ 12, tông của 12 SỐ hạng đâu và tích của 12 
số hạng đó.. 

GIẢI: 

Ta sẽ dùng [B] làm biến đếm, [A] là số hạng thứ (B}, [B] là tông của 
¬ sỐ pc đâu tiên và [€] là tích của (Đ] số hạng đầu tiên. 





Z9 | 1. | 7.73. Š : : Lá c : : 8 jẰ. ~-~ ` 
nhân vảo |A6J khi hỏi DĐ ta nhập số 0, khi hỏi A ta nhập EÝ khi hỏi 
: : c 


B ta nhập sô 0 và khi hỏi C ta nhập số Ì 
Sau đó nhấn liên tiếp dâu cho đến khí thấy D = 12 thì tiếp sau 
đó là đáp sô: 


20 
ti12 = 3 ; 512 = 98 ; 1a = l115540038,4 


Ví dụ 3: Cho cấp số nhân: 

80 

BÚ, 2U, —ya: 

= 
Không dùng công thức, hãy sử dụng máy tính CASIO FEFX 570 VN 
Plus, hãy tính số hạng thứ 20, tông của 20 số hạng đầu và tích của 20 
sỐ hạng đó.. 
ĐS: ao = 0,0271 ; S¿g = 179,4959 ; Paạ = 127,5516 
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2.3. Giới hạn của dãy sô 
Khái niệm về giới hạn của dãy số là một khái niệm khá trừu tượng 
đôi với học sinh. 
G1ả sử („) là một dãy số. Ta định nghĩa: 
lĩn #„=L<— Vzc >Ø I7 jẽ 7. nã =]|I|EL TIj :- 
H—:OO 


Ví dụ: (Bộ Giáo dục và Đào tạo, Trung học Phố thông, 11.3.2011) 
Cho dãy số được xác định bởi biểu thức: 


+) j —=—————————————= 
3 3 : „ Š 
Hạ = \ [5+ (5+ W5+---+ Ÿ5 (n dâu căn) 


Tìm nạ để với mọi ø > nạ thì „ gần như không thay đôi (chỉ xét đến 
chín chữ sô thập phân). 


Trả lòi: 


Ta có nhận xét:  = Ÿ5, „ = ÿŸ5+ ứn_1,n# >2 





(sum] (54m) [5] [=] 
[sHr) (3m) (5) () 1.886138823 
(E] 1.902502595 

(E) 1.904008398 

(E) 1.904146843 

(E] 1.904159571 

(E] 1.904160741 

(E] 1.904160848 

(] 1.904160858 

(E) 1.904160859 

(E) 1.904160859 
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Qua bảng kê trên, ta thấy số tự nhiên øạa nhỏ nhất sao cho với mọi 
H > nạ thì tụ gân như không thay đối (chỉ xét đến chín chữ số thập 
phân) là 10. Ngoài ra ta cũng có thê diễn giải cho học sinh hiểu thông 
qua kết quả trực quan này là: 

Tôn tại mạ = 10 sao cho Vø > 10 — |„ — 1.90410859| < 10~19 

Vậy theo định nghĩa ta có lim „ = 1.90410859 


H—+oo 
Nhận xét: Nhìn vào bảng liệt kẻ ta có nhận xét: 
1l. (⁄ạ) là một dãy tăng 
Hướng dẫn. Kiểm ra u„ > t„_¡ CĐ 5+ Hạn > HỆ —¡ 
2. (u„) bị chặn trên bởi số 2 (chứng mình bằng qui nạp) 


Vậy dãy (u„) hội tụ, giả sử về £. Khi đó £ là nghiệm của phương 


†rlnh- 


x—x—5=0 


Bấm máy tính giải phương trình bậc 3 ta thấy phương trình này có 
một nghiệm duy nhất là 1.90410859. Vậy 


lim z = 1.90410859 
no 
Tuy nhiên công việc đó không dễ dàng đối với học sinh lớp 11. 


2.4 Dãy số cho bằng biểu thức qui nạp 


23aAÁ1 IWấx: © 
“SÄẲ«."1,1 17a y » 


Sự ra đời của máy tính CASIO 570VN Plus làm cho việc thiết lập 


một dãy số cho băng biểu thức qui nạp dựa vào hai số hạng đứng 
trước đơn giản hơn rât nhiêu, đó là do máy tính được đưa vào ô nhớ 
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PreAns ( [ALPHA| | [An] ). trước đó máy tính chỉ sử dụng ô nhớ [An] đề 
lưu kết quả cuối cùng. 


Trước hết ta nói về dãy số Fibonacci: 
1;71,2:9;00/13;21;34;55;89;1447233/37/,.01U/00/; LOỢ/, 
2RA4- 1181-B876B-: †1+naQA46GB- 1 7 711-298GFR 7: 45289: ˆ75B02R- 1213931 


GSĂ<2() Ty TIỊ(/71y (7/0 (242y (K7 T7); Tí f1 Ly GC (747 íy T47 (/L2y «27/442; 1a 


196418; 317811;514229; 832040; 1346269; 21 78309... 


Biêu thức qui nạp của dãy sô FIbinasi như sau: 


tí, — L5 La =i 
lu = H„_1 + „x›,n=3,3,53,6... 


Dựa vào định nghĩa, ta bấm phim như sau: 


T4 FA q4 4 L4 d s 
Các sô hạng của dấy sô Fibonacci 


| m mơ | 
ÂPHÄ [An] (PreAns) [Ans] Ei 


=) =) IZ Z EE... 





Lưu ý: Công thức số hạng tổng quát của dãy số Fibonacci là 





ôh 
ứng liền trước là một hằng số (gọi 


5+1 
- 


¬ 


là /ï số vàng) và hăng số đó băng 1.618033989 = 
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2.4.2 Dãy số qui nạp dựa vào hai số hạng đứng trước 
Giả sử ta có một dãy SỐ („) gen như sau: 


HỊ = 4; Hạ —b; tín = Aun_1 + BuUn—2 


tì =3, Ho= 26D =2Ún ¡ tOXIn 53 HO) TÌHH tờị 


J0))18/3)/)/9)7)./80)1)1017 





2 [#) 3 [Ans] (PreAns) [=] t2 
)  ... 18 lần nhấn đấu [E] | 


| Ta được z2) = 4358480503 | 


BÀI TẬP 
Bài 1. Bài tập tương tự: Cho dãy số xác định bởi: 
q17, a=29 ;ưi2= 3in(i tT2ïjn (HT Ï]) 
Tính 1s 
Bài 2. Cho một dãy SỐ (tạ) được xác định như sau: 


2/n+i¡+3u„ nêu n là sô lẻ 


Uy = Ì; ua=2; tứn+2= Ặ ` VÔÁ „LÊ 
: p8 3ữzm+++2u„ nêu ø là số chăn 
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VỚI ñ > 1. Tính 1a ; 1s ;¡ Hạt. 











— 
~— 
œ1 
¬ 
— 


H 263 





A) |E copy lệnh được is 


" 739 = Bi copy lệnh được 
| 


tía 7793 
HN) 28595 


tHỊ 80299 























t2 298087 
| ưạ | 837071 | 
U14 3107387 


Lưu ý: Nếu biểu thức qui nạp chỉ có một biểu thức, ta chỉ cần 
gõ dấu băng ÍE] sẽ copy được công thức. 


£ Ả 
Nêu biêu thức qui nạp cho bằng hai biểu thức, ta bắm mũi tên 
lên rôi gõ dấu bằng (j sẽ copy được công thức. 


2.4.3. Dãy số dựa vào ba số hạng đứng trước 


Một dãy số xác định bởi một biểu thức qui nạp dựa vào hai SỐ hạng 
đứng trước bằng cách sử dụng hai bộ nhớ và (Pre- 
Ans) các bạn có thê đọc ở chương 3. Tuy nhiên trong các kỳ thi Học 
sinh giỏi Máy tính cầm tay THCS cấp Bộ hay yêu cầu thí sinh thiết 
lập một dãy số qui nạp dựa vào 3 số hạng đứng trước. Do đó trong 
phần này chúng ta sẽ trao đổi về nội đung này và hướng dẫn học sinh 
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sử dụng máy tính đề giải bài toán được đặt ra cho họ. 





Ví dụ I: 7 giái toán trên MTCT/ 2011! Bộ GD và ĐT. 


v 
CTho mỘt dãy eÕ (r_) đốc xác định nhĩ ea1 
`\ÑX .+XÃ\/ #X1Ă1\X7(L auwS¿ *S/ \ tủ FL/ KELVELVJN “xkck+ KH31111 1A11({+ xJkL({+ 
jŸ" 7 !;: Hồ =2): Hy=3j | 


` 


ln+a = 2ln+2 — 3M„+\ + 2p (n 2 Ì) 
[. Việt qui trình bâm máy tính đê thực hiện „+3. 


2. Dựa vào đó đề tính ứqa ; 1o ; Hạẹs ; Hạ; ; Họp | 


_ 4n... 





Phân tích: Ba số hạng đầu tiên ta lần lượt gán vào A, B, C. 
Sau đó ta thiết lập công thức tính 3 số hạng tiếp theo với qui ước như 
Sau: 
Trước € là B, 
trước B là A, 
trước A là €. 
Các số hạng của dãy thay vì đánh SỐ HỊ, Way1,Ha, H5, Hộ, Hạ, HỆ, 
. ta sẽ liệt kê là 


,B,C,A,B,C,A,B,C,A,B,CG,A, 
VỆ: 


Bài giải: 
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! [em] RRal (ST0) (O] (A) 
2 [tr] [Ra] (ST0) (B) 
3 [MP] [Red (STO) (C) 
2 [=] 3 2 A) 
SHIFT (ST0) (A) 





2A (3 3 
sHFT] [RQ] (STO) (B) 








5 .. ÃA) (+) 2 
| BB (€} [sat Eej (ST0) wwj (C) 
Hạa Tổ 2B-3A+2C : 
GB S03 EE. ng 
mại 46|B|  2A-3C12B HIẾP” 
xổ = 41% | yề- '112.12AÁ 271 < @ =) KIEg: lệnh C 
_XcmHnj. Sẽ. II 5Ð --š8E.:”  `”....................ộẶ. 


1s | -l34 2C-3B+2A Vậy ra = 315 
B @ 








tạ | 315 2C-3B+2A 


(A) (A) [E |] uạs¿=2777450630 
Œ@)  [E] ¿;=-—344795925 
Œ) (A) [E] us;¿ — —9002867182 


Lưu ý: Giáo viên trong quá trình soạn bài dạy, có thể dùng bảng 
tính MS Exel đề kiêm tra đáp sô. 





Ta tạo ra hai cột. Cột I (A) đánh số thứ tự từ dòng 1 đến dòng 68 
(AI, A2, A3...A68) 

Cột 2 (B) dòng 1 (BI) nhập số 1 

Cột 2 dòng 2 (B2) nhập số 2 
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Cột 2 dòng 3 (B3) nhập số 3 

Cột 2 dòng 4 nhập công thức: 2 * B3 — 3 + B2 + 2 + BI 

Từ dòng 3 đến đòng 68 copy công thức, ta sẽ được tất các các số hạng 
của dãy số. 





Ví dụ 2: Sứ Giáo dục và Đào tạa TP HCM 8/1/2012. | 





Cho một dãy sô („) đuợc xác định như sau: 
tín. LÍu— 1 + ] 
ứì E1; Hạ =]; ứạ =1;n+¡ =—————— (" 33) 
lín-2 
Tính H11 | 








Cách giải tương tự như trên. Sau đây là lời giải văn tắt. 





(1) (ST0) (A) 

[1) (ST0) Es»} (B) 

(1) Km R@Ø(ST0) ml (C) 

=J (9 @ [1l [i] Œ (A) Km] Re] (ST0) {©]} (A) 
(E) A)(@ (#) (1 œ& @ (am @) (ST0) (s3 (B) 
() fA) (1 & sr] (R€LU (STO) [mwp (C 
@) @ (E]1I 

@) @ [J2 

@© @ lá 

(@A) (A) |EJ97 

(3 ŒA) (El] 153 

Vậy q¡ = 153 
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2.5 Phép tính đạo hàm. 


Phép tính đạo hàm là phép tính cơ bản trong Giái tích Toán học. Ở 
đây ta dùng đạo hàm đê giải bài toán về tiếp tuyên, cực trị của một 
hàm số (trừ hàm số bậc 2 có chức năng riêng) và khử dạng vô định 


 ĐB=ẩ1j na j ng 


*® D=B-a#n 


Ví dụ 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
¬ 
ƒ(x) = #}* *Y*sin4x +loga (sin x +2) 


c LÀ £ ` K 7F 
tại điểm có hoành độ x = œ 


phương trình tiêp tuyên 


‹- Chèn phép tính đạo hàm vào biểu thức đã nhập: Dóng 
mở ngoặc đơn biêu thức đã nhập, đưa con trỏ vê đâu 


biểu thức, bấm vào MP] (DH] (<f‡#) di chuyển con 
trỏ đến cuốibấmtiếp [8T] (@T] [xi0) (7) 
12 [=] (wJẬ K@l] GT0) (O©] (A) — 9.008014756 
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° Tính b: [E] [=] ứU 12 
® RA) 8) 0.1577672473 





Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm (làm tròn tới 4 số lẻ thập phân) 
là: 

y=9.0080x+0.15778 
Ví dụ 2: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 


V4x2+2x+5 


x“+1 


ƒŒœ)= 


tại điểm có hoành độ x = 1— V5 





(Nhi li 00100) 0ÒÐ 0000 VS( 


1. Nhập biểu thức lên màn hình: 
V4x°+2x+5 
x“+] 


Bấm vào và nhập x = 1— v5 kết quả ta nhận 
được giá trỊ của hàm số tại x= L— V5 là 1.162749264, 
lưu vào [E]. 


2. Bấm Œ® đưa con trỏ lên, bám đ® CC) 
si] [DEL] [tr] (/#)} (đc!) Œ@ Œ@® (® [I) 
(=) (5)} ÍE] 0.606239801 lưu vào [A). 
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3. Tính [B] nhưsau: {MM] (en] ) (=] (A3 LƠ 
) (z) (5) ® D) (EJI.912132755 





Vậy Jong trình tiếp tuyến cần tìm (làm tròn đến 4 số lẻ thập phân 


12~r\ 


sau dầu phây) là: 


y= 0.6062x+ 1.9121 


Ví dụ 3: Cho hàm số: y = x3—9x?+17x+3. Viết phương trình các 

tiếp tuyến đi qua điểm A(—2;6). 

(Viết kết quả dưới dạng đúng (số vô tỉ), không thay bằng gần đúng). 
GIẢI 


Phương trình xác định hoành độ tiếp điểm (HĐTĐ) của các tiếp tuyến 
đi qua điểm A(xọ; yọ) là: 


ƒ()— ƒÏ(x)(x— xụ)— yụu =0 


©—=- x)Ì—-9x”+17x+3— (3x7 T— 18x+17)(x+2)—6=0 


lÏ 17211081)))11 07) LẠ 9 ]¡) (097) vip) 


(3) E) LÒ 
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[tt] (SOLVE)0 [=] 1 f@ (ST0) (A) 





§Y¡08:14/11/)0(( r2 





IÌÌ 80/4010 


@› @› @ (5) (O (3 m D) LEO ã = 
(AE) (SOLVE) [ES] (=) (E] -4.058421985 
(r] @) (S10) (mg (Q 





Ả s F4 ˆ k4 
đồi xa, xs sang sô vô tỉ 


f8 øö) ø mâẰẰGrfommwœ s8 
Ø EI'*'*?! §m §JGT0) Rữ0) 


= 3488 (mf] §@) (ST0) s3] (E) 








Dựa vào kết quả trên MTCT, học sinh sẽ viết phương trình tương 


đương của phương trình HĐTĐ là: 


~ 
| 
— 
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x = li 
1+:3v33 
=| * 7 1. 
„ _ 1-3V38 

ữ 4 


Hệ sô góc của tiếp tuyên cho bởi: 





2 Tri 145 33 
k=3x-lBx+l7=3 P 


“l0: Ì '= . =.-. 
2 ?2 


l1+3v35 145 "- 1 '1 
KHiđö:x=<=” ... ==... = 
4 4 3 A 
¬1 tt “ca VÀ 
H 








23 
“ == + 


(tách riêng phân vô tỉ ra không đề MTCT tính gân đúng). 


Vậy phương trình ba tiếp tuyến đi qua 4 là: 


| 


y=2x+l0 
_ 947+99v33_, 1142+198v33 


8 8 
` 547- 99V33 - 1142 — 198v33 


8 8 





1⁄2 
r bs = 2x + 3 „Ã 
Ví dụ 4: Cho hàm sô: = ——————— (€) và điêm A(—3;0). 
2x+3 
1. Tìm hoành độ tiếp điểm của các tiếp tuyên kẻ từ A đến đồ thị 


) (Uiễt kết quả chrới dang đúng (số tÓ f1), không thay bằng 


Ví tíw(Ẳ/ b Vi ty vớ 


gân đúng). 


2. Lập phương trình các tiếp tuyến kẻ từ điểm A (với các hệ số 
gân đúng) đên đô thị (C) của hàm sô. 
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GIẢI 


Câu I1. 


Phương trình xác định hoành độ tiếp điểm (HĐTĐ) của các tiếp tuyến 


n1 113 điểm A(%o “ 12 Ì là: 


ƒ()~ ƒ (w)(x~ xạ) — ÿạ =0 


=> (xˆ—2x+3)(2x+3) —- (2x2 +6x— 12)(x+3) = 0 


=h) 
nh 
c- 
- › 
# 
c = 


của phương trình này vi Bhánc Ì Jh u gọn). 


01/11) 100)04)/)/1)/)//012410)0))) 


LOLO(x)z32)EI) 


LO[(2){X) z3 L3) L6) 
D)D)E 


Ì1181144/111/ 9.6) 


@Ò (SOLVE)0 [E] 1.644008863 [swl) 
(ST0) (A) 


j)1181144()13119.6) 


(@)@®(E)(x)() A) (w#r)@cl(SOLVE) (E)(=) 








-2.105547324 ([Hm]} [Ra] (STO) [›»} (B) 
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" fØ) (ST0) (am) (Ð) 


` >———————=——ỄỄỄỄỄŠ 


Về phía học sinh, lời giải sẽ như sau: 





Phương trình xác định hoành độ tiếp điểm (HĐTĐ) của các tiếp 
tuyến đi qua điểm A(*g; y) lả: 


ƒ(%)— ƒ(x)(x— xạ) — yạ = 0 


©= (x?—-2x+3)(2x+3) - (2x2+6x— 12)(x+3) = 


E — =3+3Vv86 
kÈ joiÖj 8” —ơẾ Ti. 
#*# = ————— 

13 


(chủ ÿ tổng và tích của hai nghiệm) 








Câu: 
Ta có hai tiếp tuyến với hệ số góc tương ứng xác định như sau: 
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(dt) [X)(z3 íC) (2)(X) (+) (3) œ® [2){X) t3) 
®®Ññ ) 0.0827 (X) (3)(E] 0.2481 (làm tròn) 
(A2 Œ @®  Œ) E) -10.7494 (X] (3)K) -32.2481 


(làm tròn) 


Vậy phương trình hai tiếp tuyến cần tìm (iàm tròn tới 4 số lẻ thập 
phán sau dâu phẩy) là: 


H. Tìm giá trị lớn nhât và nhỏ nhât cúa hàm sô 
Ví dụ 5: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: 


.-: xẻ 
v x+l 
trên đoạn [0; 2]. 

Giải: Tìm cực trị và giá trỊ cực trỊ: 


âm (5) (3) 1 ] 2 E) ) 3 3E 


(] -I+v7 (wr] (lo) (ST0) [CO] (A) 
E) -1- v7 đoại) 





Sau đó trở ra L1] nhập hàm số: 
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x -1x‡+3 (9) r+i [E] 


G|¬G› 


0 
2 
[A] -5ñ+2v7 (§#f?R 0.2915026221 


_—. X———— 





ˆ 


^_ ¬m V3 TA LÁ TỜ =, ,m¬ 7T NI T1 © 
VaYy CI1ÌNIN Cua HAII 5O lA —DÐ5 + V/ Vảa QIILIN l4 5. 





Bài toán 1: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: 
y=Mx+N+Vaxˆ+Ùx+c 


trong đó b“— 4ac > 0 và a< 0. 








GIẢI 


Gọi xị, xa là hai nghiệm của phương trình: øxˆ+bx+c = 0. Tập xác 
định của hàm sô là [x\; xa]. 
` 2ax+b 
y=0©>M+—————_— =0 


2Vaxˆ+bx+c 
Khai triển và thu gọn, ta có phương trình bậc hai: 
4M(axÊ + bx +) — (2ax + b)ˆ = 0 

Nếu đổi chiếu với các điều kiện, phương trình này có tối đa hai 
nghiệm, do đo ta bầm máy tính tìm các nghiệm của nó mà không 
cân thu gọn thành phương trình bậc hai. 

Từ đây băng cách tìm các giá trĩ cực trị và giá trị tại hai đâu mút của 
tập xác định ta tìm được giá trị lớn nhât và giá trị nhỏ nhât của hàm 


sô. 
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Ví dụ 6: Bộ Giáo dục và Đào tạo 10/3/2012. Tìm giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất của hàm số: 


y=2-3x-V5x-xˆ+4 


GIẢI 


IV) {1 0/00/10 0ì) L26:7)/)08.0)7- 








8 (5) (3) G] í ) f5) =)= 
| Em) f@) GST10) (G] @) 

> _Y" mm Em) R10) 3) (®) 
= 











VayD= = 


| Nhập bầu Bức sau vào nó cặp dấu đóng mở ngoặc đơn và | 
lưu vào màn hình băng cách nhắn dấu [=]: 


(36(5x— x?+4) — (6—2x)2) 
®) (srT] [sr] Íc [@A£](SOLVE)0 [E] -0.5372685097 (stt} [Re 
(ST0) [wj (C) 


Œ@(E) (x) =) Ø Em] ØfŒ](SOLVE) == 5.53726851 
(m] (Re) (STO) (sn] (D) 


Nếu muốn biết nghiệm vô tí của phương trình bậc hai này, ta 
bắm 


=“" (3) (ï) (E)(O)LOØ (9 (#) Ð D)=) 
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—- Em) Rã] (10)  Œ) 


99-5v/5 tỰH f@) GI0) f(Đ 





Nhập biểu thức sau lên màn hình: 


2—-3x—-V5x-x°+4 


li +2 
(A0] (A) (=] —- HOT Đg (s0) —15.10468636 
(em) [s) [=] —— (§M] 4.104686356 





[E) (=) — CS —15.62422837 


ffmnÌ £l ~55 + 4418 410 eunÌ a =aa2ooeo+2 
&ñtvJ] U_J =—— my —” 9`19J) “.‹)177)0“®U.2.) 
Vậy tin trị lớn nhất của hàm số là: 

=lI+53väl 

= '=— ~4.1047 
và giá trị nhỏ nhất của hàm số là: 
1I1+V410 

m= ““—.— ~ —15.6242 





Bài tập tương tự. y= 2x+3+ vV3x— xˆ°+2 
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ĐS: AM = 10,6098 ; m = 1,8769 





Bài toán 2: Tìm giá trị lớn nhât và nhỏ nhât của hàm sô: 


ax?+bx+c 
s. ÄJJÍ'S 225 Ô Tao: ì 7 
LÊ .Vk TƯ .ÀXAKTT(VU 


trong đó ø # 0 và b2~— 4a'e'<0, ab'— a'b#0. 








GIẢI 
Ta có: 
ax”+bx+c , Š F 
=————= (a y-a)x“+(b y- b)x+c y-c=0 
EU TU 
rưi 
^ =. bang SN, J2 f 

Nêu y = —, phương trình có nghiệm vì 4b - øzb #0. Ngược lại 
phương trên là một phương trình bậc hai. Phương trình này có nghiệm 
khi và chỉ khi: 


(b'y— b)—4(a y— a)(c'y— c) >0 


== (b2 —4afc')y° + (4(ac' + 4a'e) —2bb') y+ bŠ— 4ac >0 

Chủ ÿ: Hệ SỐ của yˆ là biệt thức cúa mẫu, hệ số tự do là biệt thức 
của tử, còn hệ số của y, người đọc tự tìm hiểu. 

Giải bất phương trình bậc hai này trên MTCT ta tìm được giá trị lớn 
nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số. 

. Chọn đội tuyến TP HCM 19/01/2014. Tìm giá trị lớn nhất 


r 
ˆ 


1 nhỏ nhất của tron SỐ: 


“ 
t»5- 

ứ, 

Đ- * 
=' 


_ 1,4x—5,3 
3,7x2+0,2x+ V3 
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GIẢI 


J5 cố: 
Ï + ủ,a 


=———————<—.(3,7y)xˆ+(0,2y—1,4)x+ yV3+5,3=0 
5T. Nn: , ú ú 


: : D53 
Nêu y = 0 phương trình có nghiệm x = = Ta xét y # 0. 
Am =0,2?—4x3,7V3 —25.59435195 
(ST0) (O©]} (A) 


At=l,4f [#W] 1.96 
[r) [Ra] (ST0) [wi (C) 


4(—5,3x3,7)—2(1,4x 0,2) =—79 fcl) (ST0) (›»] (B) 


Ê1180/7180/1)/1117511)/1.8:77102) 





@ [ïJ[1) [3) (a) (=] (s) =) (@ [=) = 


—3.111232338 < y< 0.0246138465 





Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là M = 0.0246 
và giá trị nhỏ nhất của hàm số là zw = 3.1112. 
HI. Sử dụng qui tắc L'Hospital 

: 0 
Ví dụ 7: Sử dụng qui tắc LHosprtal khử dạng vô định ñ 
Wx3+8x2+24— Vx2+3x+6 


Tính giới hạn: lim D 
x2 8= x1. 
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GIẢI 


` : ¬-. - 
Giới hạn có dạng vô định Ỗ nên áp dụng qui tặc L/Hosprtal ta có: 


qui tắc L"Hospital 





__. WX9Š+8x2+24-Vx?2+3x+6 I1 
Vậy lm ———————————=_—— 

x—2 ÄXˆ=3412Z 24 

2 
: Am. . . F ax“+bx+c 
2.6 Điểm uốn của đồ thị hàm S5”. 
a4 xˆ+b'x+c 
Ta xét trường hợp #' #0 và b^— 4a'c' <0. 


Ta có: 
,  Ax+Bx+C 


— (a!x2+b!'x+c?2 
với A= ab'— d'b, B=2(ac) =ffc),C = bc — b'c. 
Để tìm các điểm uốn của đồ thi ta giải phương trình y” = 0 
= (2Ax + B)(a'x? + b'x + c') -2(2a'x+b')(Ax? + Bx+ C) = 0 


Đây là phương trình bậc 3, không cần thu gọn ta vẫn tìm được 3 
nghiệm của nó (trong trường hợp nó có ba nghiệm). 
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Khai triên và thu gọn: 


©—>2ä'Ax)+3a'Bx2 +6a'Cx+2bC—cB=0 
Ta bấm máy tính (5) [4] để giải phương trình bậc 3. 


Tìm được hoành độ điểm uốn, băng cách bấm ta tìm được tung 
độ điêm uốn. 


Ổ  2x-3x+5 Š. 8 - do 886 6% 
Ví dụ 8: Cho hàm sô y= ————————. Tìm các điệm uôn của đô thị 
„ #“+x+1Ì 
hàm sô. 
GIẢI 
_ 5x -6x-8 
_ (x2+x+l12 


S22) ý 41g HE  #yPEOVA ¡SE EPEUC 
⁄X“+x+])-2(x+1)(5x 


(x“+x+ 1° 


J Wy.36 NA 
—6x—6) 


— 


f£1ø14-- r>`x 
#é..LVÁ—Ð) 


Y = 
y =0 ©> (10x—-6)(@ˆ+x+ —2(2x+1](B2” - 6x — 8) =0 


©== 10x — 18x— 48x T— 10=0 —> 5xÌ”—9x—24x—5=0 


[5] [4] (5) E) (©) (9) E] ©) L2) L4) (=] (©) (5) (=) 
[E) 3.331090696 (ST0) (A) 
[E) —-0.230888723 (ST0) (B) 


E) -1.300201973 [ReU (ST0) Íyp] (C) 


nư» +~^ >aw h2 hà: 


mai f4 TÌÏ wI-2a¬ hbiểyzy th3$o lâ À 
WMQUBJ (L1 ) ¡NHẠP DiCU tức lên man ninh: 


2x -3x+5 
Xin] 
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[A) () 1.11484884 R@) (ST0) (sm) (D) 
(E] 7.051481205 (S10) (E 
() 8.833669955 [m) (ST0) (Ð 


Vậy đô thị hàm số có ba điểm uốn là: 
A(3.3311;1.1148) , B(—0.2309; 7.0515) ,C(—1.3002;8.8337) 
Nhận xét: Ba điểm uốn nảy thăng hàng trên đường thăng: 
9. “Ủ 


GIẢI 
GIải tương tự như ví dụ trên với: 


„_ —6x`+30xˆ+48x+6 
ˆ (x2+x+1)3 


(E) 6.295896943 
(E) -0.1370633395 
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ETIl Nhập biêu thức lên màn hình: 


—=3x+B5 
4S Š+##1 


R) ] -0.2958969432 (st (ST0) (sn] (D) 
ŒA) (CAf} [B] E)] 6.13706334 (mm) ta) (ST0) (c9) (E) 
(A (E) 7.158833604 (ST0) (F) 











MiÃT ũ Ï ññÃT 


B [5: đặt EmErgl det(Mat8). 


ử dụng MODE MATRIX) 


( (=) B (E] (Xhập toạ độ vectơ AB) 
(Ð (=) Ð KE) (Xhập toạ độ vectơ AC) 


(4)(3)(Ð)]E) 0 (Tính định 





Vcctơ AB = (—6.432960283;6.432960283) do đó vcctơ pháp tuyến 
của đường thăng đi qua ba điểm này là z = (1; 1). 
Vậy ba điểm A, B,C thăng hàng trên đường thắng x+ y—6 =0. 


Nhận xét: Vì việc chứng minh ba điêm 4, 8,C thăng hàng dựa vàp 
các sô liệu được MICT cung câp và là các sô gần đúng nên ở đây ta 
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muôn kiêm tra lại độ chuân xác của kêt quả nói trên băng việc tính 
toán trực tiêp dựa vào giả thiệt đã cho, không dựa vào toạ độ của các 
điêm uôn tìm được. 





Gọi (%o; yo) là toạ độ điêm uôn. 


Ta có toạ độ điểm uốn thoả mãn phương trình: 


—x⁄)+5x⁄ +8x+l=(-x+6)(x°+x+1)+3x—5 


=>-5x1+5=(ổ hị ế srh]Ỉ) 
-3#u+5 _ (-#o+6)(Xg+o+l) - 
Xa+Ap+l - Xổ + xo +] = 





Vậy va — 
Sg g/.Ư 


Do đó phương trình đường thắng đi qua ba điểm uốn là: 





ÿy=-X+ố6 


Nhận xét: Nếu đồ thị hàm số: 





x+a 
y=d———— 
ẤP cà, 232) ải cà va 
có ba điểm uốn (tuỳ theo giá trị của a,b, c, đ với sự trợ giúp của 
MTCT) thì ba điêm uôn này thăng hàng. Phương trình đường 
thăng đi qua ba điêm uôn là: 


_ d(x+3a-2b) 
J= 4c2 


(Thừa số đ được bảo lưu.) 
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Do đó cũng đúng trong trường hợp tông quát có dạng: 
_—_ gx+Ù 
cx°+dx+e 
trong đó A = ¿/ˆ — 4ce < 0 là biệt thức của mẫu. 


Áp dụng công thức đã xây dựng, ta có phương trình đường thăng đi 


. + 
qua ba điềm uốn là: 


VI (C XZẾUC XU S55 VI? S RẤ§#+ 


/ˆ —a|aex+3be~ ad] | 


TC 


\ 


2x+3 
4x +5x+6 
Ở đây a=2,b=3,c=4,d=5,e= 6 suy ra A= 71. 
Do đó dự đoán phương trình đường thăng đi qua ba điêm uôn là: 


Ví dụ: y= 


_ 8.26 
Tính trực tiếp với sự trợ giúp cúa MTCT. 
_ 64x3+288x°+72x— 114 
SE (4x?+5x+6)3 
Bâm máy tính giải phương trình bậc ba: 


64x” +288x” +72x— 114= 0 


(5) (4] (S) [4)(=) L2) 8) [s) [=) z) L2) =) 
(S] (1) (1) (4) E) 
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ta được ba nghiệm: 


xị = —4.122270245, xa = 0.4950752313, 
xa = —0.8728049865. 

Vậy đồ thị hàm số có ba điểm uốn. Gọi (xọ; yọ) là toạ độ điềm uốn. 
Thực hiện phép chia đa thức tìm thương và dư ta có: 

64x +288x2 + 72x 114 = (16x+52)(4xÊ2 +5x +6) — 142(2x+3) 
(8xp +26)(4x2 +5xp +6) 


<S““jtYv^ 


Suy ra: 2xạ +3 = 
hà 0 71 


) 
SUY ra: yo = =~(8xọ +26) 
(1 
Vậy phương trình đường thăng đi qua ba điểm uôn là: 
8x-7Ìy+268=0 


HH ý: hà thể ta không cân giải phương trình bậc 3 é VÌ ra nghiệm 


(0Ì/)14/122/0))/)/8))/1)/)0///20109)/1/0 ¡(7U Nu, lì: 2 6(124/0112)0) 





[5] (S] -1274<0 
L1)K] 38>0 
(8) -114<0 
L1){=) 


(các số được chọn được gọi ý từ nghiệm đã liệt kê của phương trình 
nói trên) 
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Vậy phương trình y” = 0 có ba nghiệm phân biệt nên đô thị hàm số 
có ba điểm uôn. 

ax?+bx+c 

đx°+b'x+c 


Tổng quát cho hàm số: y= 





ax?+bx+c 


đ'x2+b'x+c Ñ 
b^—4ac' < 0 (gọi là biệt thức của mẫn). 


*“ tGOx “ Hị Tran 


Cho hảm số: ÿ= với điều kiên #' # 0 và A = 


Khi đó đỏ thị hàm số có ba điểm uốn và ba điểm uốn nảy thắng 
hàng trên đường thăng: 





trong đó A là biệt thức của mẫu và A = 4“ — a'b. 





2.7 Cực trị của hàm số bậc 2 


Nhiều bài toán tìm giả trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất dẫn đến tìm cực 
trị của hàm sô bậc hai. Trong phân này chúng tôi giới thiệu một sô 
ứng dụng như thê. Với công cụ này, học sinh sẽ tiệt giảm nhiêu khâu 
trong việc giải bài toán. 

Ví dụ 1: Trong mặt phăng Oxy cho đường thăng A:x+2y—3 =0, hai 
điểm A(1;0), B(3;—4). Hãy tìm trên A điểm M sao cho |MA +3MB 
nhỏ nhất. 

Giải: Giả sử ÄAƒ(—2y +3; y) e A. Khi đó: 


|MA+3Mä| = \/80y2 + 64y + 148 
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Hàm số ƒ(y) = 80 ? +64y + 148 có tập xác định [R, đạt giá trị nhỏ 
#..„ ĐPD..... đa 
nhât là —— tại y= —-. 


H Đ —- 
(5) (3]s0 í ó4 ] 144 J] Œ] œõ nhiều lần 


dấu ÍE] cho đến khi xuất hiện 


⁄-Ualue Hininum= 


ti 


gỡ tiếp dấu ÍE] để có Y-Value Minimum. 
—— —ờ r ý § š ể 2 ¬ “Ã _` 
Vậy [MÁ+3Mñ nhỏ nhât khi và chỉ khi y = == Vậy điêm A7 cân 





#1@ .^ 


: b 19 
tim là MỊ —§Ì 
5B 3 





—x+ 
` 2x ở # # ` 
Chứng minh răng với mọi m đường thăng đi: y= x+m luôn cắt đô 
thị (C) tại hai điểm phân biệt A và B. Gọi kị; kạ lần lượt là hệ số góc 
của các tiếp tuyến với (C) tại A và B. Tìm zn để tổng kị + kạ đạt giá 
trị lớn nhất. 


Ví dụ 2: Cho hàm số y= 





1 
(Ó). 
1 


Giải: Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đ là: 
2⁄2+2mx—m—1=0 


Phương trình này có hai nghiệm phân biệt với mọi ??. 

Ta tính được: kị + kạ = —4/n?— 8m —6 

Hàm số gữn) = —4mˆ — 8mm — 6 xác định với mọi m, đạt giá trị lớn 
nhất là —2 khi m = —1. 


MatlhY 


#-ualLit Hä3+11nL1fl= 
Ai 
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Vậy kị + ka đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi zm = —1. 


Ví dụ 3: Tìm GTNN của A = 51x + 9” + 24x — 12x y— 48y + 82 
Giải: 

12 48V ,/17T71/j. 

ả"=JlY- -_-*--_-| “Sổ Tỉ .-G | T1 TC O0 

187 18 18 18 


+ 


` 


# Lẻ 





gõ nhiều lần dẫu [E] đến khi xuất ra thông báo X-Value Minimum 
=. 

Y-Value Minimum = 2 

Nghĩa là A > 2; xảy ra dấu băng khi và chỉ khi x = 4 và do đó y = . 


Do đó lời giải của học sinh như sau: 





Ta có: A= 5x” +9y“+24x— 12xy—48y+82 








12 48\ˆ lÃ 4B!» 
A=9|V-—>1⁄- 6đ, 1... ..Í.ẽ 1s. 

18s 18 18 

12_ 48\” 8]? 3 
A=9ly-—x-— 5—-———l|(xzx-4)ˆ+2>2 

18 18 182 

Tác Ninh 12 48 16 

Xảy ra dâu băng khi và chỉ KHIEEHH SE 1a tủa cảng 
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16 
Vậy GTNN của A là 2 đạt được khi x = 4, y = mỹ 





TOÁN NHANH. 





Thu gọn phương trình: | 


x-4\ˆ -2x+3!ì° x+4)2 3x+1312 
5———| +|4+———| =|——]| + 
về 2 2 tà, 











Nhập biểu thức lên màn hình trong một cặp dấu đóng mở ngoặc 
đơn: 


Í — | _ 1) xi 
"hé. 

2 zZ 2 2 

và nhấn dấu [=] để lưu biểu thức lên màn hình. 


(at) [0] [E) 33 
Œ @® (am) 0E) (ar] (7#) ( £-1) @ @ @ (0) [E] —-33 








Vậy phương trình đã cho trở thành: —33x +33 = 0 
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BÀI TOÁN CÓ CÁCH GIẢI LẠ. 





: 3 6 : 
Cho hàm số y = T1 +7x°— To. 9. Ta thấy ngay hàm số 


này có hai điểm cực trị. Hãy viết phương trình đường thăng 


đi qua hai điểm cực trị đó. 








Ta có: 





18 
h †1r7  A^ ¡ T3 l‹Ô 1 ý 2 1_r 3ƒ, 3. Ệ Ti: 
tOHE (O /⁄1XL T7? la qdU Cua PDHCỤEP CHIA ƒ CHO . 
Do đó ta viết phương trình đường thăng đi qua hai điểm cực 
trị như sau: 


đường thăng đi qua hai điểm cực trị 





Nhập biểu thức: 


so. 2 6 | đt ø 61/3 
mm. 9-n 690m la maoal 090 5n rốn 
8 11 18 \8 117\4 


E9 (6) — (ST0) 3Œ) 


ø8 (1) ø 8 -„ (ST0) 
n : 





Vậy phương trình đường thăng đi qua hai điểm cực trị là: 
14 16 
+ —— 





WWww.bitex.com.vn 


CHƯƠNG 3 


SỬ DỤNG MÁY TÍNH 
CASIOFX-570VN PLUS - 
TRONG CHƯƠNG TRÌNH LỚP 12 


3.1 Phép tính tích phân 


Việc tính tích phân với kết quả gần đúng thường dùng trong các ngành 
khoa học thực nghiệm. Đối với bậc học phô thông, việc tính tích phân 
còn dùng đề kiểm tra lại kết quả tính toán chính xác bằng các phương 
pháp tích phân. 


Vị dụ 1: Tính ÂN: Vtanxảx 
0 


 (z) (m) ã D) Œœ ð @ @q xø) (mm (x0) 
(0) (BE) 4 f=) 


Math ả 


|‡ #mtw 
[I. 4874954944 


So sánh với Maple 


—~-  I(1+v2 
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Kiểm tra lại với máy tính CASIO 570VN Plus, ta có đúng kết quả 
như trên. 


7/3 d 
Ví dụ 2: Tính te | e 
7/6 D) x 





()! (E) Ea 6 D) 99 = SH] [xiữ" x10" 
ŒU (BE) s @œ Bỹ d0) (mm i0) ŒU) (BJ 3 (= 
: Math ả 
TL #8intx) 3 
ä0, rb4[I4 51 


So sánh với Maple 


_ 1451 1235 35 
— vä+x>= (2+ v3) - mu 
64 1728 256 


Kiểm tra lại với máy tính CASIO 570VN Plus 


Math ả 


38. 7E4451 








Ví dụ 3: Cải phương trình: 
% Tự 
E ” de 
1 
Trước hết, ta có nhận xét rằng đạo hàm của hàm số 
- 2 
ƒ 1) = 6 đi X 
1 


lữ 7 (W)= e"* —1<0 do đó phương trình nếu phương trình 
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ƒ(z) =0 có nghiệm thì đó là nghiệm duy nhất. 
Sau đó ta sẽ gán 1 cho và tính bấm máy tính đề tính 


M 2 
Í o2 lu 
1 


thực hiện liên tục cho đến khi nào kết quả không đổi nghĩa là: 


M 2 
j e * dx=M 
1 


Khi đó x= là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


IÊ) )81)/))/0/012200)/1.0i0 9 


60 t3 8B G6 @ ¡ @ 


[=] . {E]....x= —1.613080626 





Ví dụ 4: Tính diện tích hình phăng giới hạn bởi các đường: 
=|2x-7|+l;y= |xZ — 4x| .= “l,1x=2 
GIẢI 


Diện tích hình phăng tạo thành cho bởi công thức: 


2 
đi lzx—7I+1— Ix”-4xl|dx 
=] 


I)T0/8114/8/))/1.80/71/12 


#) [m) [2] (X)] [=) [) đ® 


(x) Z3 (= (4 x) & 


13.33333296 





=-ằẮ.. 
So với giá trị đúng là = 153.3301303 
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3.2 Dùng máy tính kiểm tra tính đúng đắn của một số 
công thức mới 


Máy tính cầm tay là công cụ hữu ích để kiểm chứng một số nghiên 
cứu cá nhân trong quá trình soạn bài dạy cho học sinh 12. Ví dụ: 





Cho hàm số y= axŸ + bx2 + cx+ đ. Khi hàm số có hai điểm cực 
trị, hãy thiệt lập công thức tìm khoảng cách giữa hai điêm cực trị 


theo a, b,c, đ. 





Giải: Hoành độ của điểm cực trị (nếu có) là nghiệm của phương 
trình: 
3ax7+2bx+c=0 


Đặt A' = ø^—3ác (lưu ý a, b.c là hệ số của hàm số bậc 3, không phải 
của phương trình bậc 2.) 


—b+ AI 2vA" 


Vì xia=——— SUY ra |xi —#z2Ï = 
3a 3|4l 


Phương trình đường thăng đi qua hai điểm cực trị là: 





¡ kT+Ũ 
Ẫ ` z 2}; bˆ — 3 
(chí quan tâm tới hệ sô góc k = — ĐI -3 NÓ) SP a6) , còn /Ø không quan tâm 
=- b 
dù biết rằng 8= đ~ “ˆ.) 
9a 


Khi đó khoảng cách đ giữa hai điêm cực trị xác định bởi: 


đŸ = (ya— yì)Ÿ + (xa — xi)” = (KẾ + 1) (xa — xi)” 


4 bˆ-3ac 


me —= 4 
b 9a 


I+4| 
9a 
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bˆ—3ac 
Đặt e= 





ta có công thức (chỉ để tham khảo): 


|.9/117-1/10v1U/09)1)1.8112)01)0L)/000)/V9100U)1-101121/00.1)8)7 Luật, 


4e + 16eŠ 
"m.-s= 
a 


| An? bˆ = «4€ kÌ £® ^ ˆ^ LÁ J. ? ` k s 
p0. và nói thêm, hệ sô góc của đường thăng đi 
4a 


qua hai điểm cực trị là k = —2e. 





Ví dụ I: 


Áp dụng công thức vào bài toán: y = x3 — 4x? + 3x — 5 


(Ð (ST0) (A) 
(4) (am (ST0) (B) 
(3) (ST0) (C 
©] (5) (ST0) [sn) (D) 


FÝ. II 2v) l4)1 A1080 710///10L7///2/8//777)) 


() (3) A)(9 Œœ (9J lA) Ra) §@) 
(ST0) (3 (E) 
(2) (E) (4) 8 (H (1) 8g) [z3 @ ñ) (=] 
3.261783534 





Lưu ý: Khoảng cách giữa hai điểm cực trị của hàm sô là 
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7756 
đ = \| —— =3.261783534 
+29 


Vấn đề chính ở đây là máy tính đã tính chính xác giá trị này với (sự 
hiển thị) 9 chữ số thập phân sau dấu phẩy. 


Ví dụ 2: (Sở Giáo dục và Đào tạo Thừa Thiên-Huế, THPT, 01.12.2007) 


1. Cho hàm số lá CI= 4x3 + bx2+cx—2007. Xác định a,b,c 
sao cho ƒ(x) chia cho x— 16 có số dư là 29938 và chia cho 


x—3750 (kết quả lây 


10873 
xZ—10x+21 được đa thức dư là 


chính xác). 


.. Tìm khoảng cách giữa điểm cực đại và điêm cực tiêu của đô 
thị hàm sô ƒ(z) với các giá trị 2, b,c vừa tìm được. 





GIẢI 


I. Theo đề bài ta biết ø, b, c là nghiệm của hệ phương trình: 


163a+162b+l6c =  29938+2007 

: : 10873 

33a+32b+3c = “ạ— x3~3750 + 2007 
10873 

7ôa+T “b+ĩ7c = 


=—=—=—.,-.:20120. 
16 


Bấm máy tính giải hệ phương trình và lưu nghiệm vào ({A}, (B}, (€) 
CỤ tếøØ=7,Ú=l3,6= -3.43/5 
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Ta muôn đối c ra sô hữu tỉ vi: 


55 
16c = 29938 +2007— 16?z— 16b<— c= SN 


Đề tính khoảng cách giữa hai điểm cực trị, ta áp dụng công thức: 


— J4e+16e 
a 


1/9/1071. ã/14.8:11.-8.1210:17211Ể0)/vỗng| 


Với [A}, [B). [€] đã lưu, ta tính [E] 

(E 8 (z3 (= (3) ã(@ œ (3)m am) 
(ST0) {co} (E) 

/z] (E) (4) tgÐ (H[1)(S) 8 [z) Œ* @) (=) 
11.42102447 





Bài tập tương tự. Bộ Giáo dục và Đào tạo. 13/3/2007 
Tìm hàm số bậc 3 đi qua các điểm A(—4;3), B(7;5),C(—5;6), 
D(—3;—8) và tính khoảng cách giữa hai điểm cực trỊ của nó. 


563 lo 25019 1395 
ĐSưt pm acc pc 
1320 110 1320 z2” 


Khoảng cách giữa hai điểm cực trị là: 105,1791. 
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Hướng dẫn: 


Tan (ST0) (C) (A) 
Hạ (ST0) [>> (B) 
_ f@) (ST0) f3 (C) 


1320 
_: f@) (ST0) mm) (D) 


(EJ  [z) (—) (3) (A(@j Œ (9) (A) [mm Re) 


(ST0) o3} (E) 
(2) (E (4) (8B (#) L1)(5) @ (z) Œœ A) 


105.1791174 





Thêm một lần nữa, ta có cơ sở để khẳng định tính đúng đắn của công 
thức được thiệt lập ở trÊn. 






Ví dụ 3: Tìm hai điểm cực trị và khoảng cách giữa hai điểm cực trị 
2x2-5x+3 
3x2—-x+l 






của hàm sô y= 








Ê/181)/)0)0/0114001/10 0 A51), 
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Ê1180)/)0/0/0710001/) 0 DA 1), 


/+B5V3 
Ea= (STO) {Ö] (A) 


f—=13V2 
- sT0) E3 Œ) 


] x:= 


IÊ) 809 U)(LU)/VÀ/wL 


4Ã... .... 
Nhập biêu thức ———————— 


5 lên màn hình. 
3x“ — 


A) [E] 0.02913709779 Ra] (ST0) ml (Q 
E) 3.120046189 œ) (ST0) (sn) (D) 


19/10/1012 1U/09411/29/1.10:)/)/1 0 )\Lỗ00-- 


/z) LƠ ) (=) (A D) tz} (#®) LƠ Ø (=) (9 
E) 33.41943026 





Nhận xét: Thông qua máy tính cầm tay, ta có thê kiểm tra lại một số 
công thức do các nghiên cứu cá nhân (của học sinh chăng hạn) đê có 
thê bác bỏ hoặc khăng định tính đúng đăn của nghiên cứu đó. Ví dụ: 





ax2+bx+c 


m— Trong trường hợp hàm số có hai 


Cho hàm số: y= 


điểm cực trị, hãy thiết lập công thức tính khoảng cách của hai điểm 
cực trị đó. (không xét các trường hợp suy biên) 





Có thể học sinh sẽ thiết lập công thức tính khoảng cách của hai điểm 
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cực trị đó như sau: 


y'=0< (ab' — a'b)xˆ +2(ac'— đ'c)x+ bc —b'c=0 


Khi đó tung độ của các điêm cực trị sẽ tính như sau: 


2ax+b_ a4 ab.—ab 
1P 2a'xi+b a— a(2a'8+Ð) 

2axa+b — áa ab'—d'b 
`“ 2đ'xaạ+' - ad! A đ'(2a'xạ + b') 
To đó; 1M] —-U8 E5 2(aP' = đ'b) (XỊ = %2) 

445 xi12 +2!P'(xị + xa) + b2 

NG: Xi»zế Tờ Và Xị +Xa= _—— vào đăng thức, ta 
có: 


2(aP' — a 'b)(xị — xa) 

b2 = ai Cï 
Gọi A› là biệt thức của mẫu số trong hàm số đã cho, A là hệ số nguyên 
thuỷ của x7 trong phương trình bậc hai y' = 0 ở trên (nghĩa là hệ số 
ban đầu khi chưa đơn giản hoặc đổi dấu (nếu có)) và đ là khoảng 
cách giữa hai điểm cực tri, ta có: 


lì c1 = 








2 2 2 2 4A2 
đˆ = (XI ~ #2)“ + (y1 — ÿ2)“ = (Xị — #2) ST 
2 
Suy Ta: 
4A7 
đ = |Xq — #a| LH Ă= 
A2 
vVA |: x80 v3: đểNG : ha 
mà |Xị — xa| = ˆ với A¡ là biệt thức thu gọn nguyên thuỷ của 


phương trình bậc hai y' = 0. 
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Vậy 


Tóm lại: 


Ì.9/1/7.1/1:ã.1/N9/11Y.8/72100)/2/10 0V)0/V2109NU):16/72)//10./)0407.1U00/204-)/) 
bậc 2: 





Nhận xét: Sau đây ta sẽ sử dụng máy tính câm tay đề kiểm tra tính 
đúng đăn của công thức trên. 
2xˆ—5x+3 
3x—x+1_ 
'=0<—= 13xˆ—-14x—2=0 
A=l5,Ai =75,Aa =—ll 
'413118nx.8:x):0\/ 4À ĐÁ) 


13 [Rœ] (ST0) (A) 
75 (ST0) (sn) (D) 


Hàm số y= ƒ(x) = 


C I1 [HT (ST0) (E) 
2 (#z]  [E) A) {z) ®› [+)4 @ (8) @ {z3 
=ì 3.41943026 





Nhận xét: Không phải ngẫu nhiên mà kết quả này trùng khớp với 
kêt quả đã thực hiện ở trên (trực tiệp trên máy tính câm tay). Kêt quả 
này giúp ta tin răng công thức nêu trên là đúng đăn. 
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3.3. Vấn đề số phức 
3.3.1 Các phép tính số phức dưới dạng đại số 


I. Đề nhập một sỐ phức ta vào L2) 


để nhập số đơn vị ảo ta bấm phím [N 


2. Các phép tính cộng, trừ nhân chia được sử dụng các phím 
, {m). (X) (E) tương ứng trên bàn phím. 


3. Phép lấy lũy thừa 2 và lũy thừa 3 của một số phức thực hiện 
như đối với số thực. Lưu ý trong số phức, không có các 
lũy thừa bậc lớn hơn 3. 


4. Để lấy số phức liên hợp của một số phức z, ta bắm (2) 
(2) rồi nhập số phức z và nhấn phím [E} . Đề lấy mô-đun 
của một số phức, ta bắm nhập số phức (hoặc một 
biểu thức gồm các phép tính số phức) rồi nhấn phím [E]}. 


5. Lưu ý: máy tính chỉ thực hiện việc tính toán và ra kết quả, 
người học (nhát là học sinh) phải biệt sử dụng các kết quả này 
đê ghi vào bài làm. 





Ví dụ 1: TSĐH A2010 NC: Cho số phức z thỏa mãn: 


_ Tìm mô-đun của sô phức z + ỉz. 
—Í 
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\ý Ê.© với l DU ¡P 


m8 (2) (E) LƠ (1) Í=) ) (3) ® @ D) 
s) Í£} #2 (1) [C) @ =) 
"===Ôô- Ò- 
8v2 


BÀI LÀM HỆ 


Tạ cú: 1- v5?) =—=3-Bv5i LCI [=) (z)3 @® 
[EN0) 


Do đó: (1— v3) = (1— 3ï)2.(1— 3i) =—8 (X) 
(J1 (=) @ ()3 (=) 

— —8 
VẤY: ke g7 ki œ® [ï) (=) w@ 
[=) 





Z+iz=—4—4i+i(~4+4i) =—8—8i. Vậy: |z+ ¡2| =8V2 
Ví dụ 2: Tìm phần thực và phần ảo của số phức: 


+] 
z= 


l+i 


f8 Z) [J )¡ Œ f8 @› @: Œ 
BB @ D) 6m m1 ;.„ 
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Ví dụ 3: TSĐH D2012 NC: Cho số phức z thỏa mãn: 


2(1+2i 
L 2C +8i 





(2+¡)z+ 


Tìm mô-đun của sô phức z+l+ï 





\ ý E.© với l DI: 


M0 (2) (E)7 (#)s mg (=) (8)2 LỢI [)2 

) ) (#21 [#t) @) Œ2 

“--.—=-_-ẽ._-ố =5 
3 


;708.0Ýi HỆ 


_2(1+20 


Ta có: PT =1] (2) (1) (2) 
EM) @®) [1) M) (=) 

Vậy: (2+i)z=7+8i—(3+i)=4+7i [EN] 
=] 


4+7i 


¬=¬.. (E) (4) (+) t7) Ew@ (w lân 
(=) 


Do đó: |z+1+i|=5 (1 
} (=] 





3.3.2. Số phức dưới dạng lượng giác 


Muốn viết số phức dưới dạng lượng giác, ta tìm mô-đun và Argument 
của sô phức đó. Ví dụ, việt sô phức z = 1 + ¡ dưới dạng lượng giác. 
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DI V01Ề771/15g1/711108)1407010Ể511710 


f6 (2) (1) Œ) E9 íS) 6m] Z 3) )v2⁄7 


7 7T 
VàYÿ£= v2|eos~ + ísin“ ] 





Muôn tìm nhanh mô-đun và Argument của một sô phức ta chuyền sô 
phức sang tọa độ cực. 


fG8 (2)! (E) RE §m) (2) (3] [EJv2⁄_ 


Ví dụ 1: Cho phương trình z2—-2V3iz—4=0. Gọi zI,Za là hai 





nghiệm của phương trình. Viết z¡,z¿ dưới dạng lượng giác. 








Bài giải: 
A'=(-v3i)+4=1 
Vậy z¡=1+iVv3; Za=—Il+iVv3 


¡ [ E8 (83 6m (2 (3) )z⁄; 


Ø)! #Ø f8 (8: 6m Ø 8 z⁄_ 





Vậ 2(cns< + jsin—) 2(cos Sử +¡sin Số. 
by i= — —) ; Z2= — = 
tản 3 3 ẽ 3 3 


1- V3i 


Ví dụ 2: Hãy tìm dạng lượng giác của số phức z = 


l+ï 
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#8 (2) (E]! (2 (› ® 9 @1 
B8 (=) Em (2 8 v2⁄-;. 


m =ản 
Vậy z= v2|cos——— +isin——— 
ậy Z v2|cos mg sin 2 





Các phép tính cộng, trừ, nhân, chia và lũy thừa sỐ phức được thực 
hiện dễ dàng với máy tính CASIO 570VN Plus . 


Ví dụ 3: ĐH A2013: Hãy tìm dạng lượng giác của số phức z = 


1+ v3i¡. Tìm phần thực và phân ảo của số phức :ø = (1+ ¡)z° 





z=1+V3i 
L4) H 


) ) 6 ) ® Ø9 Em (2) (8) E)2⁄,» 





: 1D. ưấpt 
Vậy z=2|cosS + í sin - ] 
3 3 
: ố "7.7, 5n 
z*= 2*|c0s— + ïsin — 
3 3 


GUUIÊN "05B E-SI ;9Á E3) 


(1) Œ) w@ mm (2) (3) (=) 





7 7 
Vậy l+i= v2|cos~. + ¡ sin 7] 
Thực hành trên máy tính đề tính các giá trị lượng giác, ta có: 
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mm] to] (4) to) (2) 
(2) ø (5] ® (a) (2) ® Bà] (GO] (⁄) (( 


(5) mm xi0] (0) (BE) (3) @® (+) mm 10) (0) 
(4)D)(=) = 16+16V3+(16—16V3)7 





Từ đây ta suy ra phần thực và phần ảo của + lần lượt là 


16+ 16V⁄3 và 16— 16V⁄3. 


34.4 Một sô ví dụ nâng cao 


Ví dụ 1: Trong tập hợp số phức hãy tìm các số phức z và :ø thỏa hệ 
phương trình sau: 


2E (Ú) 
2i (2) 


(1+i)z—iU 
(2+7)z+(2—-ï) 


Nhân phương trình (1) cho 2— ï, phương trình (2) cho —ỉ rồi trừ hai 
kêt quả cho nhau, ta có: 


I+ij@~0=(+iI(=0]z =(2+0(2—=j)—(2(—¿) —= (2+53i)z =3 


Ÿi § 3, 


= ỉ 
2‡3i 13 13 
_2+i-(1+z 16 11, 


- + —i 
—i J8 là 





Wýnz< 


—= LU 


Ví dụ 2: Khai căn bậc hai của một số phức. 


Vào (2) ta nhập một số phức nhấn dấu [E] để lưu vào phím 
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Sau đó ta thực hiện các thao tác sau đây: 


Arg(Ans) 
v|lAns|  ————— 
|Ans| 2 


E10891/11018417-1Ặ2-11857-1-8/1-18//19)18-1oÄs)¡17,c 


®® (⁄) tEJ am 
[2)(1)[mJ[)]@2 [=) 





Ví dụ: Cho số phức z = —80 - 1927. Thực hành đúng thao tác trên ta 
có hai căn bậc hai của sô phức z là +(8 — 12). 


Ví dụ 3: Giải một phương trình bậc hai với hệ số phức. 
Ví dụ ta cần giải phương trình: z2 — 8(1— ¡) +63 — 16i = 0. 
Tạec0? ø=1l; P=-=-+Bi?ec=B3-= lối 


A = bˆ— 4ac = —252 - 64i = (2 — 16i)ˆ (khai căn bậc hai của A như 
trên) 


Vậy hai nghiệm là: 
=b+(2-]16ï) . 
ZL=———————=5-]2i 
2a 
—=b+ —- 16) 
Z#2=————.''. 
2a 


, 37 37r 
Ví dụ 4: Tìm argument chính của sô phức z = l +sin s +7COS Ea 


(4) chuyển máy sang mode radian 
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EHEZS0T117 01.2 
"mẽ an mẽ n1. 


(3) am] KØ) (n) (E) (5) 
[2 [0 mm : 


20 





7T 
Vậy argz = ——— 
Vy aIB 20 


3.5 Phép tính vectơ trong không gian 


‹Ñ 
tục hiện các phép tính vectơ trong mặt phăng khá đơn giản nên 
ở đây chúng tôi đê cập đên các phép tính vectơ trong không gian. 
Giả sử ta có ba vectơ : 


đ =(đ1;đ2; 8) ; b= (b\; bạ; b3) ; € = (C1; ca; Ca) 


Ta thực hiện các phép tính sau đây: 


| ¡1190 TA /21)) 


(1) L1) Nhập tọa độ vectơ đ 
(5] [2) (L2) L1) Nhập tọa độ vectơ_b 
Tích có hướng [đ, b]: 


mm (5J (3) (X) mm (š5J (4) 


Tích vô hướng ở. b: 


mm] (5) (3) (em) (5] [7] (am (5) (4) E 
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Ví dụ 1: Cho điểm A(0;0;—2) và đường thăng: 

x†+2 y-2'!:!.: 

`ẦÒ 3 x99. 
Viết phương trình mặt cầu tâm A và cắt A tại hai điểm B,C sao cho 
BC =8 





Bài giải: 
Gọi # là bán kính mặt cầu và đ là khoảng cách từ A đến A. Ta có: 


Rˆ = dˆ+ HC” với H là trung điểm BC. 
A qua B(-2;2;—3) và vectơ chỉ phương đ = (2;1;2). 
(BÄ, 3| 
[đ| 
BA =(2;—2; L) ; ä = (2;3;2) 


dqSIñAj= 


;7)018171)/811/)/81/11.080)1).811)./Ể4/8/1)/1.7, 





IZÍƒ 17 
Phương trình mặt cầu: x? + yˆ + (z+2)° = 25. 
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Ví dụ 2: Cho hai đường thăng: 


..ý!:3 7-2 ,. x=2 +]. Z-=l 
3 =2 “- ũ —5 
Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa Ai và Aa 


Âi? 





`®e «2®. 


Bài giải: 

A¡ qua A(—1;—3;2) và vectơ chỉ phương đ = (3;—2;— 1) 
Aza qua B(2;—1; 1) và vectơ chỉ phương b =2 1B) 
Xét ba vectơ : d:b;AB = (3;2;—1). Ta có công thức: 


đ(An, A2) = 


Nhập 3 vectơ 


|J1)181110)181)/1210ã9)111) 


(wr] (5] [3) (X) (em) (5) (4) 
(sr) (5) [6] (sm) (5] (7) 
SHIFT In] (5) [6) (E]Ì 





Vậy đ(AI,A¿)= ———= 
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PHẦN li 


GIẢI CÁC BÀI TOÁN THỊ 
Là DA (27.10, eie 


CHƯNG 4 


CÁC BÀI TOÁN ĐẠI SỐ 


V5 bài toán đại số thường đê cập đến các phép tính: cộng, 
trừ, nhân chia, lu thừa và khai căn thê hiện qua việc giải các phương 
trình, hệ phương trình và bát phương trình. 


4.1 Vẫn đề tính tông hữu hạn 


199 v/log(x2+1)+3 


Ví dụ 1: Ta muốn tính tổng S= 2 
\ Š > 2l0g# + ] 


(Đề thi Thi giải toán trên MTCT năm 2013) 


Mr} (ss] (E) 2 (z) (s3) ã) [z3 ( ! D) Đ 3 
@w) 2 #) (øss3Jj (X) Œ® (†) ¡ (v# I1 (A) 100 (S 
123.9469195 

5| Z1 „. Tin 

= z1ñ3FX1+1 


123. 14b31135 


Ví dụ 2: Tính tông 


1 1 1 [ 
m= + + +---+———— 
1.2.3.4 2.345 3.4.5.6 2011.2012.2013.2014 











(Đề thi Thi giải toán trên MTCT năm 2011-THCS) 
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Mĩ] [si] [E] ¡1 Œ (X LÔ  #) !¡ D) LƠ 
2 DJ) LQ ãm ®) › DỊ] &@[)@52)09)(1)L1)=) 


0.0555555555]1 


: 1359502363 
So sánh với Maple §= ——————————— =0.05555555551 
24471042552 
BÀI TẬP 
Bài 1. Cho tổng 
đ lò Đ ø.... 
N —] 22 FPT xung 1) 2n 


Tính Sa,Ss,Ss; Š20; 525; 530. 


Bài 2. Tìm phần nguyên của tổng số sau đây: 


l. Đo 149“ 
I3+—+\/2?3+—+---+\|753+—— ĐS: 19824 
3 5) 151 


4.2_ Vấn đề giải phương trình 


Ta xét trường hợp thường gặp là phương trình cần giải có một nghiệm 
duy nhất. Việc chứng minh sự duy nhất nghiệm có thể sử dụng tính 
chất đơn điệu của hàm số hoặc vẽ đồ thị của hàm số. 

Sau đó ta dùng chức năng ``Shift Solve'' để dò tìm nghiệm hoặc sử 
dụng chức năng lập bảng để tìm nghiệm nguyên. 


Ví dụ 1: Đề thi ĐH Khối B2011. 
Giải phương trình: 


3vV2+x-6V2—-x+4V4—x2=10-3x (1) 
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Bài toán này có nhiêu cách giải mà đáp án là một cách giải chuân đê 
châm thi. Tuy nhiên với sự hồ trợ của máy tính câm tay, ta có một 
cách giải khác như sau: 


1 
ÙSz |3V2+x~6V2=x+3x- 10| =.1n5z 


& lÌ š Sàn 
° hàm sô y= P [3v2+xz—6v2-x+3x-—10| là hàm sô đông 
biến, xác định trên đoạn [—2; 2] 


° hàm số y= —V4— x2 có đô thị là nửa đường tròn dưới. 


Do đó ta dùng phương pháp đồ thị (như hình vẽ) 
Nhìn vào đồ thị, ta thấy phương trình đã cho có một nghiệm duy nhất 
thuộc khoảng (0;2). 





z 6 
Ta ..?? "=- B thÓa mãn phương trình (1) 


_=...~ 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy 
nhất 
6 
#== 
5 
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Bằng cách sử dụng máy tính cầm tay CASIO 570VN Plus ta thực 
hiện như sau: 


lÔ/. 2) |00.V/)À 4) Du ):. 


3 J2 [#j AM (x] ® [=6 (z)2 (=) lUm 
(XJ ® #)4 (zj4 (Cl Âm (X) [z3 Am (=)“ 


IHI|SHIIT ] 
“khi chúng tôi viết E) tu sẽ hiểu là bám 





Bấm vào (Solve), sau đó nhập x = 1 chờ máy tính dò 


tìm và cho đáp số x = 1.2. Sau đó bắm vào ta nhận được 


6 
*=+ 
5 


Ví dụ 2: Đề thi ĐH Khối B2010. 
Giải phương trình: 


V3x+1—-VW6—x+3x2—14x—-8=0 


Sử dụng chức năng lập bảng của máy tính. 


























: EÊ 7 
° f(x)=Vv3x+1-wB6-x+3x?2-14x-8 [BS] : . 
- Star: (0)(E]End: (6) (=) 2 | -23.354 
Step: [1=] 3 | -21.569 
: |4 | -13.808 

° Ta có kêt quả ghi vào bảng như sau: Tấm 
° Nhìn vào bảng ta thấy x = 5 là nghiệm. 6 | 20.358 
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Tới đây ta có hai cách đề tiếp tục giải bài toán. 


Cách 1: Đáp án. Phương trình có thể được viết: 


3 l 
0) + +3x+1| =0 


v3x+l+4  v6-x+l 





Phần nằm trong móc vuông là dương nên phương trình tương đương 
với x=5. Muốn làm cách này học sinh phải nắm vững kỹ năng giải 
phương trình. 


Cách 2: Dùng phương pháp đồ thị. 
Phương trình có thể được viết: 


1 14 8 
h Xô D=VD=x == + BP : 
Về trái là biểu thức của một hàm số đồng biến và về phải là hàm số 
bậc hai. Cả hai đêu dễ vẽ đô thị với sự hỗ trợ của máy tính câm tay. 


Parabol 


E8 Œ G) 
Ø1 E 


gõ dấu [E} 4lần ta được các số: 


F¡ f/=) 
+] = S.Ì, #2 = —Ũ.5, Xmax = 3 = 2.3, Ymax = 9q = 6.1 





Dựa vào các sô liệu ta vẽ được parabol dê dàng. 
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IgP.1/08.1)N)0L/)/1200)L011 


Nhập hàm số vô tỉ: ƒ(x) = - [V3x+1— v6- *] 


1 
Start n [E] 


End 6 IE] 


6+1/3 


Step —- LÔ 6õ ỞDI G) 3 D) (8S) 2 D) 
=) Ất 

ta được 3 điểm đê châm vào trục toạ độ: 

Vị = —-0.83, ys = 0.43, ya = 1.5 





Dựa vào các sô liệu ta vẽ được hai đồ thị dê dàng. 





Nhìn vào đồ thị ta thấy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất. 


Nhận xét: 
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1. Hai bài thi trên (ví dụ 1 và ví dụ 2) nếu giải bằng phương pháp 
đại số thuần túy ta phải giải bằng hai cách khác nhau. Tuy 
nhiên với sự hỗ trợ của máy cầm tay, ta chỉ sử dụng cùng một 
phương pháp đồ thị. 


2. Trong ví dụ 2, đề thực hiện như đáp án, học sinh phải rèn luyện 
nhiều về các phương pháp giải và phải suy nghĩ lâu trong khi 
làm bài. Cách còn lại chỉ cần có thói quen sử dung máy tính 
trong việc vẽ đô thị. ``'7răm hay không bằng tay quen." 


Bài tập tương tự: Giải phương trình: 
-2x°+3xˆ+ : =v3-4x 
Hướng dẫn: Lập bảng cho hai hàm số. 
1. Nhập hàm ƒ(z) từ các phím: —2x' +3xZ + : IEBI 
2. Nhập hàm g(z) từ các phím: v3-4x {[E] 


3 3 3 
3. Nhập Start s. E) End ° [=] Step ° 


x |-v32 0 v3/2 





fx) | 3/2 3/8 3/2 





Nhìn vào đồ thị, ta thấy phương trình: 
3 
`... = v3—4x 


có một nghiệm duy nhất. 
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, 1 
Vậy phuơng trình đã cho có một nghiệm duy nhât x = 7 


4.3. Vẫn đề giải bất phương trình 


Máy tính CASIO 570VN Plus cung cấp chức năng giải một bất phương 
trình bậc 2 hoặc bậc 3. Các ví dụ sau đây cho thấy với công cụ mới 
nảy việc giải một phương trình/bất phương trình đã trở nên dễ hơn 
rất nhiều để giảm thiểu áp lực công việc cho học sinh. 
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Ví dụ 3: Đề thi ĐH Khối D 2008. 


2 
, =8 HP 
Giải bât phương trình log , —— >0 (D 
X 


Ạ SA X “3x+2 
Điêu kiện: —————— >0 <=>0<x<]Vx>2. 
Khi đó 
ý -3x+2 ; 
()“—=————<Ìl<—xˆ-4x+2<0 
* 


—>2-Vv2<x<2+v2 
Kết hợp với điều kiện, ta có nghiệm của bất phương trình là: 


2{92- ÿ<]lV2Z< 7 .71V2 


ST 01)/119/1/71461115854718/171181)/1011//15ã19)1)/817;1ic+ 


@&[1)(2)) 

(1)(E)(©)(5)(E)(2))0) E) =) 

(Nhập 4 hệ số của bất phương trình bậc 3 và nhấn [E] ta 
được nghiệm của bất phương trình). 





NT 01)/1219/1746:1115854718171181)/1111//15ã19)1).817:1402- 


oj ( [1] L1) (3) 
(1)©) (4) J2) (Z)E) 


(Nhập 3 hệ số của bất phương trình bậc 2 và nhấn ÍE} ta 
được nghiệm của bất phương trình). 





Nhận xét: 7heo lộ trình giải bài toán ở trên, học sinh tập trung giải 
bát phương trình còn việc tính toản trung gian máy tính câm tay sẽ 
đảm nhiệm. 


Ví dụ 4: Đề thi ĐH Khối B 2008. 
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x.— : x?+*x 

Giải bât phương trình logg ; loa; —Í <0 (l) 
: x+4 

Ũ 
LẠ : tr Ý 
Điều kiện: P »] 
Ñ tưx x?°—5x—24 

§J). = >0©© — nem na n6 

* 


Tất nhiên nghiệm này thỏa điều kiện (2). 


SN 01)/129/1744811158547181171181)/1011//12ã19)1)081771c+ 


œ& 1)(2)0) 
)4)/2)(5)E(G)(2)(060)£2)042) 
(E)(O) 2)(4) (X) (4) E) 


(Nhập các hệ số của bất phương trình bậc 3 (kể cả hệ số tạo 
thành do các phép tính số học) và nhân [E} ta được nghiệm 
của bất phương trình). 





Nhận xét: Việc sử dụng tính năng giải bất phương trình trên máy 
tính trơng đương với việc lập bảng nếu giải trực tiếp. Việc lập bảng 
không phải lúc nào cũng dễ dàng, còn việc sử dụng máy tính là một 
thói quen có thể luyện tập được trong quá trình học và giải toản. 


Vị dụ 4: 


—_ 


Giải bất phương trình (v5+2)”"”>(v5-2)x+1l @) 


bạ) 


x¬l 
()©>(v5+2)”`>(v5+2) x+I 
x—-]l x-—] "HP. 2 
c>x-Ì>—-——<—x-Ì+—->(U(<-— 
#+l +HÌ #+l 
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Sử dụng chức năng giải bất phương trình bậc 3, ta có đáp số như sau: 


—=2<Šx*x<-—-lVx>Ì 


;7116101/824118071081)/10/0)/118:0)/1/0.7.LuẶC, 


W#ow} (+) [1] (2) 
ñ Bi] E) G1 8) G 8= 





Math 


ñ⁄X4B, Le 
-241%-1, 14 


Ví dụ 5: Giải bất phương trình: 


x“+9x— 162 
———š9=+ (lì 
x2 


Ta có nhận xét x = 9 không là nghiệm. Do đó: 


J <0 Ji — 1 
()©©4 x”+9x-162 hay 4 (x—9)(x+ 18) 2 
———— >\( —————— > (x-\®) 


-=” b: x-—2 


XIN 0)111Ể/1//0./01010704718071080)/10/01//10ã29)/1.8./112CÌNr Ni 


to é (1)(2)(3) 


1)ữ))Í©)[1) (8) (EIÚL) [6) (2) [E) LL) [6) L2) 
(x) 2) 





Math 


BÉX:B.De 
-18<X2,84% 
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(D<= dế ccœx>Ÿ 
—-l8<x<2VvVx>9 





x<9 «9 
(ID)=>j4 x+l18 cCcÝ.  “... 
—x+9<0 ¬. ` 
xX- 


x-— 





œ (1) (2) [2] 
(O]! J] 1⁄4 (Z) (Ö)24 lo 
Math 
B<ÍX<B:E*<® 
[<< SA 
xã=93 
={ =1: 2v 12 Em nan co 


Vậy nghiệm của bất phương trình đã cho là 


D<x<2V4x=°9 


4.4. Lưu nghiệm và truy xuất nghiệm 


Việc giải một phương trình bậc 2, bậc 3 hoặc một hệ phương trình 
rồi lưu kêt quả vào ô nhớ, sau đó truy xuât kêt quả đê xử lý sô liệu là 
một trong các tính năng mới của CASIO 570VN Plus . 


Ví dụ 5: Phỏng theo đề thi ĐH Khối D 2011.2 
Tìm giá trị nhỏ nhật và giá trị lớn nhât của hàm sô 
_2⁄2+3x+4 
=Á.4 17; 





?Chúng tôi có một điều chỉnh nhỏ bài toán đề thấy hết tính năng mới hữu ích của 
máy tính CASIO 570VN Plus 
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trên đoạn [0;2] 





'=0€©=21ˆ+4x-l=0©=œ ễ 
Ụ x“+4# “2.8 
SG —= 





(loại) 


Ta sử dụng máy tính để tìm hai điểm cực trị và lưu diễm cực trị thuộc 
đoạn [0;2] vào ô nhớ [A] 


10101108071 11/)001/51)108/110:)/)/1N0)1/Gỗ1v) 


wo@m (5) (3) 
2 Í[E) 4 E) ©Ø) ¡ E) E] @m f@ @TO) (O] 
(A) () 





Sau đó trở ra L1) nhập hàm số để tính các giá trị y(0); y(2); y(A) 


Ha (J3 Am] X) J4 Œ® mm 


ñ=) 
2 
CALC (O](A) 





Vậy giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của hàm số trên đoạn [0;2] lần lượt 
là —1+2V6 và 6. 


Nhận xét: Máy tính thực hiện hai công việc: giải phương trình bậc 
hai và lưu nghiệm vô tỉ dương vào ô nhớ [A) Sau đó truy xuất [A) đề 
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tĩnh giá trị của hàm sô và xuát đáp số dưới dạng số vô tỉ. Với sự tiện 
lợi này học sinh sẽ ghỉ được kêt quả vào bài làm. 


Ví dụ 6: Đề thi ĐH Khối D 2011. 
Xác định m để hệ phương trình sau có nghiệm: 


2x3—(y+2)x°+xy=m 
x°+x—y=l-2m 


C2 


Bằng phương pháp đặt ân số phụ  = xˆ— x ; =2x— y hệ phương 


trình trở thành 
IIU—=m u?+(2m—1)u+m=0_ (1) 
L+ U=l—2m U= Ì—2m-— ILi 


Ta bấm máy tính để tìm giá trị nhỏ nhất của làm điều kiện. 
(5) (3) 
¡I BỊ Ï¡ El ? Bị = () 


ta được Y-Value Minimum = —-. 








Vậy ta có điều kiện  > ¬ 
—Uuˆ+Uu 
2u+] 
Hệ có nghiệm khi và chỉ khi (2) có nghiệm thỏa điều kiện  > " 
2 


(")",<= 3= 





(2) 











R —HZ + LƯ 
Xét hàm sô ƒ() = 
709 2u+] 
—1+Vv3 
H.= 
TUjÄ 555i = 2 

ƒ (u)=0 — -2u“ˆ—-2u+] =0 => =Ỹ “dc | 

lý = (loạ1) 


Sử dụng máy tính CASIO 570VN Plus như ví dụ trên (lưu nghiệm 
vào ô nhớ và truy xuất để tính giá trị của hàm số tại [A} ) ta 
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NG , , 1 2—=Wo 
tìm giá trị lớn nhât của hàm sô ƒ() trên -r+m] là = (vì 
". j0"). )nên 

= .. 2= Võ 
Hệ có nghiệm khi và chỉ khi rm < = 


Ví dụ 7: Cho hàm số y = x3—4x“+3x—5. Tìm khoảng cách giữa 
điêm cực đại và điêm cực tiêu của hàm sô (đên 9 chữ số tháp phán). 


s) 


(=] Sa che 
(=] R@) (ST0) (sn) 


TT 
(D 


) 
) 


w) LƠ 8 [=) 4 D) {z3 ( tũ@H Ø 
D) z) 





Math ả 


{(PreBns-lBis1#+E 
3eblrpanad 


4.5 Bộ nhớ Ans và PreAns 


Máy tính CASIO 570VN Plus được trang bị thêm Bộ nhớ 
(PreAns). Nhờ có bộ nhớ và (PreAns) mà ta 
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có thể thiết lập các số hạng của dãy số Fibonacci và nhiều ứng dụng 
khác. 
Ví dụ 7: Đề thi ĐH Khối D 2011. 


1Liìmi,viSin 3 t2UẾn ll **x-Ì Ẩ 
1n 1C an ¡ = ——————— xẻ 
: 0 W2x+l+2 


Sử dụng phương pháp đổi biến số  = 2x + 1 tích phân đã cho trở 
thành: 

3 10 2¡3 : 
'=Í [#Z-4:+s~.:]ár= Í—~2? +ãr~10In|r+2i 

1 f£+2 3 1 


I1] U/)181/111% 


NT na LẠC cố 2 


B0 G5) E) 68 (Ð E) 9 000A 
Am) [=) 


E7 





34 5 
Vậy ï= — —I1I0Ìn-. 
Si 3 


Ví dụ 8: Phỏng theo đề thi ĐH Khối B 2004. Xác định r để phương 
trình sau có nghiệm: 


m{V1+x2~ V1~x?+2]=4V1~x*+ V1+x?~V1~x? 


Đặt /= v1+zxz2—a/Ii=.= ':=.= 5. 
Điều kiện: —v2 <  < v2. Nhận xét x = 0 không là nghiệm của 
phương trình (1) do đó: 


=2f L†j1 


ñj)= 7ñ = 
t+2 
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: F21 21714... 
Xét hàm sô: ƒ(/) = —— liên tục trên đoạn [—v⁄2; v2]. 


fữŒ)=0<—= f+4i+1=0 
ƒ=-2+Vv3 V f=-2-V3 [E] xị=- 
(loại) (ST0) 
() xa =-2- v2 đoại) 


tiếp theo 





ƒf(-2+v3)=9-4v3 ; ƒ(-v2) =—1- v2; ƒ(v2)=—1+ v2 


Vậy GTLN và GTNN của hàm số trên đoạn [ - v2; v2 ] lần lượt là 
9—4v3 và —1— V2. 
Do đó phương trình có nghiệm khi và chỉ khi: 


-L<‹2s m<0—4v5 
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tiếp theo trang30 





Ta phân tích phần thực và phân ảo (thực chất là phần thừa số của m). 
0|978|497 (“trừ 1000”) 


2 | S75 | Uấm 
3 ịỊ S20 | 2ý 








Vậy: (1) C— xˆ-21x— 503 + m(—3x2+25x-— 27) = 
=— (IL— 3m) x2 + (—21 +25m)x — 503 — 27m = 0 
Đó là mẹo vặt thứ nhất. 
(C) và đ cắt nhau tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi: 
(25m —21)Ê - 4(1 - 3m)(—503 —27m) > 0 
Không cần khai triển và thu gọn (vì quá phức tạp), chỉ cầm bấm 
MTCTT ta biệt tam thức (VT) có hai nghiệm 7 = 0.3570319602,7ma = 
22.82569229. lần lượt lưu vào (A} và ({B). 
Ta sẽ chuyên [A] và sang sỐ vô tỉ. 
\Ú CA “1081:0)) Ä¡7-1) 


6978 2453 


A) [+] e) E) —— AB) S] —— 


301 301 


do đó: 


(3](0)(1)(z3LQ 8 D)(z3=) ) 4) = 


11434768 


Vậy: rmị = 


3489- v 11434768 3489+ v11434/68 
nøò ——.-. 
— 801. 301 





Vậy (C) và đ cắt nhau tại hai điểm phan biệt khi và chỉ khi: 
- 3489- v11434:68 si, 3489 + v11434768 


— 801. 301 
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Cho (am giác ABC với các cạnh BC = 4; CÁ=b; c= AB. Đê lim 
điện tích tam giác ta sử dụng công thức Hê-rông: 


S=VWp(p~ 4)(p-~ b)(p- ©) 
Ta Ì 


a khai triển thành: 
¡5 *⁄Ô # TT ẪằẪằn..nc...e.. . . 
`. vs... Co. 7 sau 
Ví dụ 1: ĐH A,AT1 năm 2013 





Cho hình tứ diện SABC trong đó ABC là tam giác vuông tại A, 
góc ABC =30°. SBC là tam giác đều cạnh z năm trong mặt phăng 
vuông góc với mặt phăng (ABC). Tính khoảng cách từ C đến mặt 


phẳng (SAB). 





Từ giả thiệt ta suy ra đường cao SH = 4~— của tam giác đêu SBC là 
đường cao của tứ diện. 


3Vsanc _ Sanc.SH 
SSẠB SSAB 


Các cạnh của tam giác S4B như sau: 
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v3 —————— (BC\2 
§E=a: 8RB= „7: NẶ= VSH +. hều li lo 
\ LOE= 
Ssan =—~aˆ .. v3 [ 1 
4 2 2 2 
VỊ V3 
Xó LÍ Jm a 
+ 1@ 
Ý\ “ (2 


Tất nhiên ta có thê thực hiện phép tính dễ dàng. Ở đây chúng tôi đề 
nghị sử dụng MTCT đê thực hành và tìm diện tích trong các trường 
hợp phức tạp hơn. 





Œ@` 
mm œ8 3) ® £@ 2) 6m 
(3) 


4 
Laav3 „v3 
5s ..“. Ẩ.a 
Vậy: đ(C,(SAnI - 2> 
⁄39 Ù 15 
Lể4 
16 











Wwww.bitex.com.vn 114 


GIẢI TOÁN VỚI MÁY TÍNH CASIO FX-570VN PLUS 





Ví dụ 2: Bài HKG - ĐH Khối A.AI 2014. 
5 





% N ` Tính được: 


ð.E? = đổ; 
s SB= av5 

B = 2 
BD= av2. 


` 
fc mẽ =m=—=T=m====—==—=—==—=—=—=—=—=——=——= 





À D 


Hãy tính khoảng cách từ 4 đến mặt phăng (SBD). 


3Vs 
Ta có: đLA,(SRD)= —^® 
SBD 


1 


_ 
-VSABCD = 


r.. 1 
VƠI VSAppD = 5 


và 5SBD = 
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= [Re] (ST0) (A) 


di chuyền con trỏ lên để điều chỉnh, không nhập lại biểu thức. 


TC” [R0 (ST0) »+} (B) 
P2, Ƒ£ 


| _ mm) f@ G10) ml (O 
—V5 


— +v3+2 f@ (ST0) sn] (D) 


r1 (mì rzZ` r¬ 
=mj] L^J 


r—} fmỌ! =1 my 
| L1) (ESJ aj lÀj (8J lj [Ðj [=J ¡ | 


3V 2 
Từ đó a1tnh được đUA,(SBDI)=  SD _ ST 


5SBD 3 


Ở đây ta lưu ý rằng có nhiều phương pháp nào để tính khoảng cách 
từ điểm đến mặt phẳng. Theo cách làm trên, học sinh không cần hạ 
đoạn vuông góc đến mặt phăng. Bù lại việc tìm diện tích tam giác 
một cách thủ công là không đơn giản. May thay, máy tính cầm tay 
đã làm công việc không để dàng nảy. 


5.2 Việc giải toán hình học không gian 


Việc xuất hiện máy tính CASIO 570VN Plus có khả năng tính toán 
với độ chính xác cao và dễ sử dụng với với học sinh chắc chắn sẽ 
thay đối cách giảng dạy của giáo viên và cách học tập của học sinh 
theo hướng: học sinh tập trung cho bài toán của mình còn máy tính 
sẽ đảm nhiệm việc tính toán trung gian. Qua đề thi học sinh giải toán 





WWw.bitex.com.vn 116 


GIẢI TOÁN VỚI MÁY TÍNH CASIO FX-570VN PLUS 





trên máy tính cầm tay và đê thi tuyển sinh đại học trong các năm qua 
ta đã thây xuât hiện xu thê này. 





Ví dụ 1: (Đề thi HS giải toán trên máy tính cầm tay năm 2013-Bộ 
Giáo dục và Đào tạo). Cho hình lăng trụ ABG A'B/C' biết độ dài 
cạnh bên là 2a, đáy ABC là tam giác vuông tại A, AB = a, AC = 
av⁄3, hình chiếu vuông góc của A/ trên mặt phẳng (ABC) là trung 
điểm của cạnh BC. 


TS VN 


1 TP T1 21 À1 1 ^° mm 
l. TINH EHÈ khối chớp „Du 


Cho biết a = V5cm, hãy tính góc giữa hai đường thăng nói trên 
làm tròn tới độ, phút. 





GIẢI 


l1. Ta có nhận xét Va' gcc:p: = 2VA! ABC 


Vựy. Apc = .AB.AC.A!D (với D là trung điểm BC.) 


gối Ï rn 
Ni 


BCˆ 
A!Dˆ = A!'A?— AD? = A'A?— Š | BC =2a. 


&2 


.—.4.V3.V4a2 — a2 = = 


Vậy VA'.AsC = =' 


Suy Ta: VA'gcc:g' = 8 
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|A4..s| 


2. Ta có cos(AA',BC) = 


—— —> =_— => 


AA!.BC = AD.BC = AD.BC.cos(AD, BC) = AD.BC.cos60°. 


1 
__ AD.BC.cos60° 2-2 

Vậy cos(AA',BC)= —————— = D = 
t 


1 
AA!.BC =4 


Nhận xét: Trong quá trình giải bài toán, người học chỉ cần đưa ra các 

phép tính, cuối cùng nhập các số liệu vào máy và nhắn phím [E] đề 

ghi kết quả, nhiều lần thực hiện tính toán như vậy cho đến khi hoàn 
l : : Ẻ £ : 

chỉnh bài toán. Ví dụ, khi cos(A4A/, BC) = n ta bâm máy như sau: 

mm] Ø3 L3] (Deg) 

(cos”!) I + Bị 75°31!20.96” 


Vậy góc giữa AA' và BC là 75°31/. 
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Chúng tôi muốn giới thiệu một bài toán hình học không gian với khối 
lượng tính toán đô sộ nhưng máy tính đảm nhận gân hêt những tính 
toán phức tạp này. 








| Ví dụ 2: Cho hình tứ diện SABC có đáy ABC là tam giác đều 

cạnh 3ø, mặt phăng (SBC) vuông góc với đáy và các góc SAB = 
SAC = 45°. Tính thể tích khối tứ điện SABC và khoảng cách từ 
trung điểm ï của BC đến mặt phăng (SAP). 








iắc b. 
ad SAB và 53C DanE 


tam øI 
ri nên SB = SC. Tam giác SBC 
cân tại Š nên trung tuyến 5 còn 


lÀ kđhrÀ+¬3œ an xrấxy GT | Đ/" Do 
1Œ QÑưỡnE «t2, vạy V11 T_L  tL2J\(/, 


(SBCG) L (ABC) ta suy ra ŠI L 
_(ABO). 





Đặt Sĩ = h. Ta có AI = 
1l 
SA= 2v4h° +2742. 


nên 





3av3 
„ 





Trong tam giác SAC ta có: SC? = SA“+ ACˆ—2SA.AC.cos45° = 
— p2, 63; _ 32V8H2 + 54a? 
: 4 - 


Ngoài ra SCZ = h° + So sánh ta có phương trình theo biến h: 





27, 3aVBhˆ2+54a2 j.. ĐỸ ö 3av8 
tự"  ỷ— K—Ï = K=hHẽ Ạ 
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Bắm phím: 


71180011111 
LQ (2) z)(E) (2) © (EM) (E)L2)@® D)[z3 =) 


| (5) (2) E) E) 6) E) ta) làn) [) | 





Thể tích của khối tứ diện SABC là: 


9a2v3 3av6 _ 27a3v2 











1 
V= —B.h= 
R] 


1 
s 1 + 16 





| =Iø@)8)28)E8@ | 





() (3) (2) [s) (E) L4) =) 
3V 
Ta có: 4(T,(SAB)= : 
SAB 
l 27a3v2 
ở đâ z Vị — — "¬——————, 
V: VSABI 2 SABC 32 
Ị _ JU,y cãg 2 27 
Ssan = ~>AS.ABsin45° = —\| —a? +27a2.3a.Y2 =—dˆ 
: 4V 2 =. 


*oehj cần năm vững thứ nguyên và # là đơn vị, ta nhập các con số, kết quả b tính 
theo 2. 
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L1)(EJ (4) ® a) (2) 7)(E) 2) @® [®)[2) (7) ® 


(%) (3) (<)(z)(2) ®()L2) (=) 





Từ đó ta tính được khoảng cách từ 7 đến mặt phằng (SAĐ) là: 


3 
dữ (suối 5 v2 ` 34v2 
32 278 4 


Ì?7 )1189):)1114. 


L2) (x) 2) J4) L2)(E) (3) L2) ® 
(E) (2) Lz) (E) (s) E) 








Như các bạn thây, người giải bài toán chỉ ban hành công thức (mả 


không tính toán gì cả), máy tính sẽ đảm nhận việc thực hiện các phép 
tính từ đơn giản đên phức tạp. 


5.3 Các công thức tính thế tích tứ diện 


ề 1 
Không kê công thức V = a.Bh ta còn có các công thức sau: 
Công thức I: 





] 
VAncn = Ta ann C]1).sinLAB,CD) 


| 


Chứng minh công thức: Vẽ hình bình hành ABCE. Ta có: 
VAgcp = VAcpE = s:ocpe-ä(À, (CDE)) = 
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CD.CE.sin(CD,CE).d(A,(CDE)) 


$2 X2 v2 224 K71 1 (S2 4£ 2 3) S22 JSC \ 3) \ 2“ Z2 / 


.CD.AB.sin(CD, AB).d(A,(CDE)) 


.AB.CD.sin(AB,CD).á4(AB,CD) (ĐPCM) 


bï |LiỜi kết t2 





Công thức này thường dùng để tính khoảng cách giữa hai đường thắng 
chéo nhau. 


-- Ưu điểm của công thức là học sinh không cần dựng đoạn vuông 
đc ch ng hay; ha đđaan Vuông óc XIHWGŒ txếi ni:ằng lần 
Đvv Xe => TU 1l'(% VẤV/(Q111 YVIV7H1 © Đvưv van 1HI\U/C | xin samn| +) ttt¿ vétC 
mà không phải lúc nào cũng thực hiện đê dàng.) 


- Khuyết điểm là việc tính sin(AB,CD) đòi hỏi phải kiên trì sử 
dụng tích vô hướng. Gọi H là hình chiêu vuông góc của 4 trên 
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(BCD). 
AB.CD Ả HB.CD 
ABCD ABCD 


| HhB 
cos(AB,CD) = ——.cos(HB,CT)) 
_ __Ð <ẰÝ 


Dê: a lo 
315 








Ta có: cos(4B,CD) = 


Áp dụng: Bộ Giáo dục và Đào tạo 12/3/2014 
Cho khối hộp xiên ABCD.AB!C'Đ' có các kích thước sau: 


BD=a, AA =b, d(AA',BD)= d, (AA!,BD) = œ 
Thiết lập công thức tỉnh thể tích khói hộp theo ø, b, đ, ø và áp dụng 
tính thê tích nói trên khi: 
“=ñ.0=Bd =4 =5 


đơn vị dài đo băng cm. 





Ẩ 
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GIẢI 
Thể tích khối hộp bằng 6 lần thể tích tứ diện A'ABD. Do đó: 
Vận = AAl.BD.sin(AA',BD).d(AA',BD) = abdsin a 


Với kích thước đã cho. ta có: 
_= =“iX b x4xsin(50) = 91.92533317cmŠ 


V1 P%S ám 


1 
V=— vVA+bB+C-—Ì] 
12 


| | 





* A= a n TÁC 12 + 45 +42 +đệT— mộ 


.JZ q2 2 2 
2 


0Ú 72.775 IÊA 
GIẾO c0 00092--s0006- 7. 


° D=4{4241+ q21 + đ{42qc + d1: độ 





Bài tập áp dụng: Cho một tử diện ABC? có các kích thước (đơn vị 
chiêu đài là cm) như sau: 
JSìH= 1 =2) =H,DD =0, CO n1J,H) lì 
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GIẢI 
Cách 1: Chỉ áp dụng khi ba cạnh đi qua một đỉnh bằng nhau. 
Do AB = AC = AD nên chân đường cao AH của tứ diện là tâm đường 
tròn ngoài tiêp tam giác BC. 


Vậy AH = vAB2- Rề với R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
piác BC. 


| Diện tích tam giác BC: | 


| g ® ø ®(øœ@£mø0 | 


L©)(9)(#)(1)(0](=)(1)E1)D}) 
(Q(9)(1)(0)(8)01)1)D] 
LO(O) (9)(®)Li)L0)(#)LI)()D)ÉE) 42.42640687 


;71I8'4ii11: 04: 


(9) (X] ([I)(0) (Xl(1)[1)Œ[3) lA) {=) 
5.83363(945 (ST0) (B) 


Chiều cao AH 


ẽ) Ø1 =8 Ø8”)? øm &) 60 
ft] (C) 


Thể tích tứ diện ABCD là: 


(1)(E)[3) ® ñJ)19.84313483cm” 
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Cách 2: ,Sứ dụng công thức Hé-rông (áp dụng trong Hội FƯÒng 
họp. 


M))/191/104VỆ31201)110, 


62.102(—6ˆ — 107 +9 + 11“+ 62 +62) (STO) (A) 
| 62.9^(—6^ — 92 + 102+ 112+62 +62)(STO) (B) | 
2 





2 


rnaxZ»%o» /ZY\Y 


+ +6 )(ST©) (©) 


(6.6.9) + (6.6.10)Ê + (6.6.11)Ê + (9.10.11)2(STO) (ĐÐ) 


| [DP)))® 08m Œ 8ø 8 ø ˆ” | 








5.4 Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 


Cho một hình tứ diện với kích thước như trên, nghĩa là có các cặp 

cạnh đôi đ, 4s ; đa, đạ ; đa, đa. 
N6. - -Y TÁ: cu. cC ĐA. c . 6c, 1A 

] CD TT t2 Úi§ TT (344). TVỦIE QƠ La CÓ CƯII tiUC 5aäLL tqáảy QC 


f + 
\ú 
tìm bán kính mặt câu ngoại tiệp tứ diện: 





Bài tập áp dụng công thức: Cho một hình tứ điện ABCD có các kích 
tHƯỢC HH SaN: H=0, 2= 107A =/;BI=Il;dl)siu ĐC=9. 
Đơn vị chiều dài đo bằng em. 
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1. Tính thể tích của khối tứ diện ABCD. 
2. Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 


3. Tính diện tích tam giác BC) từ đó tính góc tạo bởi hai đường 
thăng A8 và CĐ. 


4. Tính khoảng cách giữa hai dường thăng chéo nhau AB và CD. 
GIẢI 


l. Đặt: 
A =6Z.102(—6ˆ — 102 +72 + 8ˆ +9 + 112) 
L6} [z? () L1) (0) [x3 LC) () 6) [x3 (=) L1) (0) (z3 (®) Lz) [z7 
[#) [8) [z3 [#) (9) {z3 [Ð) L1) L1) (z2 (3) (STO) (A) 
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B=72.112(—72— 112+6^+8Ê+ 9ˆ + 102) 
L7} {z3 (X](1)ET) (z3 L©] (O) (7) z3 (] L1] L1) [z3 (#) [) [x3 
[+] [s) (z3 (#) (9) (z3 (#) L1) [6 (x3 [3] (STO) (B) 

0.9 (8°-92+6 2+7 T10 tì) 
LZ) {z3 (%) (9) (z2 LƠ (O] (9) {x3 (—) (9) {x3 (®) (8) (x3 
(+] (7)(z3 (®) L1)(0)(z3(®) (1)(1)(z2) (STO) (C) 

D = (6.7.9) + (6.8.11)2 + (7.8.10)2 + (9.10.11)2 
LỚ [6] [%] (7) (X) L9] L3) [x3 () LÔ [6] [X) [s) [X) L1) (1) D]11z3 
(] LC] [Z) (X) (8) %) (1) (0) 5) z3 (®) LQ [9} [%) (1) (0) (X) 
L1) [1T] 2){z? (STO) (B) 


] : 
Khi đó: VApcp = ở VA+B+C—-D=54.120172353343cm3 
2. Bán kính mặt câu ngoại tiếp tứ điện cho bởi công thức: 
co. 
R= ĐpẾP~ i@s)(P— 4aạ)(Pp — đa a4) = SỰ 


trong đó S là điện tích của một tam giác mà có các cạnh là trích 
của các cặp cạnh đôi diện. 


Ở đây là tam giác có các cạnh: 60,72,77 
Ta tính: 

90172177 (STO) (A) 
90+72—77 (ST0) (B) 
90—72+77 [MT] (ST0) (C) 
“00172177 (ST0) [sin) (D) 


Diện tích tam giác nêu trên cho bởi công thức Hê-rông: 
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] đ®(⁄) (A)[E(©)(B) [=) 
Vậy bán kính của mặt cầu ngoại khối tiếp tứ diện ABCD là: 


—=m£e>+z>+z+vœ<sze>t> 


6V 


3. Diện tích tam giác BC cho bởi công thức: 


1 
5BCD = 1/(5+10///000221/02..7/1111 = 


= 42.4240687cm” 
Suy ra chiêu cao của tứ diện kẻ từ A là A17 = 3.826874087cm 


Ta có: 


cos(AB,CD) = ———— = ———— 
AHRLU]XL? AB(ŒGD 
_ NHB.CDcos(HB,CT)) " HBcos(BH,CD) 
5 AB.CD - AB 
ABˆ— AH°cosœ 
AB 





trong đó ø = 180°- (8+ y) với y= CD như trong hình vẽ. 
Ta có: 
HB = VAB2— AH2 = 4.621150801 
HC = VAC2— AH2 = 5.86131808 
BC°+ BH” - HC° 


COSỐ= ——————-~—— =0.8174971865 
ụ 2.BG.BH 


=íñ “95309 
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BC+CD -BDˆ 1 

————————— — —= —— 
E.0.C 3 

Vậy cos ơ = 0.2704953926 — ø = 74°18/22.51”. 


4. Khoảng cách giữa hai đường thăng chéo nhau AB và CD cho 
bởi công thức: 
GV 
d(AB,CHD) = ———————— = 5.621582702cm 


AB.CD.sin(A4B,CĐD) 
5.5 Các bài toán về đường thăng và đường tròn 


Bài toán về Phương pháp toạ độ trong mặt phăng, gần đây là một bài 

toán khó trong bải thị đại học. Từ đó nảy sinh ra vân đẻ là cần phải 

rèn luyện cho học sinh lớp 10 vả 12 kỹ năng làm bài. Ngoài kiến thức 

toán học các em phải biết sử dụng máy tính thành thạo mới hy vọng 

giải hoàn chỉnh bài toán này. 

P———————————==ŠY Đ , 
Ví dụ 1. A2013. Trong mặt phăng Oxy cho hình chữ nhật ABCD 
biết A(—4;8), C thuộc đường thắng đ:2x+ y+5 =0, M là điểm 
đối xứng của B qua C, W(5;—4) là hình chiếu vuông góc của 
trên XD. Tìm toạ độ của hai đỉnh B, C. 








Định hướng cho học sinh: 


I. Điểm Œ nằm trên đường thắng đ, do đó chỉ cần tìm thêm một 
đường chứa điểm này. Đó là đường tròn ngoại tiệp hình chữ 
nhật. Đường tròn này xác định được vì đi qua A,N và C. 

2. Điểm ð là giao điểm của hai đường tròn: Đó là đường tròn 
ngoại tiêp hình chữ nhật và đường tròn tâm C bán kính CN. 


Sau khi định hướng xong, vấn đề còn lại là của máy tính cầm tay. 
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GIẢI 





l. C(c;—2c — 5) suy ra tâm của hình chữ nhật ABCĐ là: 


, 


2 2 


SH =s ; 


= H22) 
ĐỂ b——<..- — =.. 


Phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật ABCD là: 


=.. 








2 2 


=. (Zˆ] :(‡°] 
_W 


Đường tròn này đi qua N nên ta có: 


“mỉ. 
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Đây là phương trình bậc nhất, bấm [@M£] (str] [@AL€] (SOLVE) 
ta tìm được e. 





Vậy c= I do đó C(1;—?). 
2. Phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật là: 
x2+yˆ+3x—y—60=0 
Phương trình đường tròn tâm € bán kính CN là: 


x?+y?—2x+14y+25=0 


Toạ độ điểm ð là nghiệm của hệ: 
x2+y +3x-y-60 =0 
* 3 li =0 
Suy ra: (3y+17)^+ yˆ+3(3y+17)— y—60 =0 


Ta biết phương trình này có hai nghiệm với một nghiệm đã biết 
là YNA= -4. 
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(E (Özm(Đ 1: DÌ] z3 mm œ3 
(Œ) 3 LOa3 ãđØ f£H 1 D) EI@mÉE 09 

] 4 {@lt} (swr} {C@At] (SOLVE) nhập 
#=-4á |=] -7 





Vậy ys =—7. Tóm lại B(—4;—7) 


Nhận xét: Tuy là một bài toán khó của kỳ thi, nhưng toàn bộ lời giải, 
chủ yêu là thực hiện trên máy tính. 


5.6 Các bài thi HSG máy tính cầm tay 


) Cho hàm số = V3x2+22x+2—3x+5ln(x+2). Tính gần đúng 
(chính xác tới hai số lẻ sau dấu phẩy) toạ độ của ba điểm cực 
trị và diện tích tam giác có các đỉnh là ba điêm cực trị nói trên. 


GIAI: 


j BxX + 5 
y=0<-= 3 


—————-3+——„=0 
2V3x2+2x+2 x+2 


Đề bài cho biết hàm số này có ba điểm cực trị. Vậy phương trình 
1 =0 có ba nghiệm. Ta tìm ba nghiệm này như sau: 


- Nhập phương trình (nằm trong dấu đóng mở ngoặc đơn) lên 
màn hình, nhớ nhấn dấu [E] để lưu biểu thức. 


° Dùng lệnh (SOLVE) đề tìm nghiệm thứ nhất là 
—0.33 [Rd] (ST0) (A) 


- Bấm (®) để làm hiện ra biêu thức, ra lệnh (x)(=) (A) 
,ralệnh [§MH] (SOL.VE), chấp nhận [Ã] và chấp nhận 
[X] bằng cách nhắn hai lần dấu [E] ta sẽ được nghiệm thứ 
hai là —0.62 (ST0) (B) 
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- Bấm (®) để làm hiện ra biểu thức, ra lệnh [ƒ#] [X] 


[=) A) (JØ D).nlệnh (mm @m@ 
(SOLVE), chấp nhận [A] , chấp nhận (BE) và chấp nhận 
ta sẽ được nghiệm thứ ba là 1.62 (ST0) (C) 


* Dùng lệnh để tính các giá trị cực tri lần lượt lưu vào [Đ] 


° Vậy toạ độ ba điểm cực trị của hàm số là 
A(-0.33;4.85) , B(—0.2;4.85) ,C(1.62;5.19) 


° Diện tích tam giác tạo thành là: 


1 
S= 5 |(Xp — XA)(Vc — YA) — (Kc — XA)(YB — VA)| 








SA=2,SB= V2,SC = V3;AB=BC=CA=1 


Tính thê tích tứ điện. 
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1 —_—_ ^^ 
V==—vA+B+Cẩ' 
lg. 


* A=đ1đ;(đ2 + đã +41 + đền đị — 2) 


FV .3 3; „ 2 2 5 ..Ú...3 
*° B=a2dac(a1 + đã +41 + đc 45 đề) 


. €222?t,?. „23... 
C = đđ1(đ1 + 42 + đc + đệ — đ2 ) 





(2) mm f@ GST0) (©) (A) 
=\ f2) fam em (STOI Ea (Đ) 
Umj) L2)Jj GHI (HƯU (5U? (?%Jj V27 
(3) Ra) (STO) (C) 
(1) am (ST0O) (sn] (D) 
( mm (ST0) (Ð 
(1) em] Ra) (STO) (F) 





chú ý nhập đúng thứ tự các cặp cạnh đối điện nhau: 





baipEpniiöoii 





15 26 34 124 235 456 613 
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11/11If-19'4L 018i 





A°E2(BÊ+C2+D“+F“—-A°—E”) [stẺr] (STO) (X) 
BÊF2(A2+C2+D2+E2— BÊ — F2) (STO) (Y) 
Cˆ^DZ(A2 + BÊ + EZ + E°®— Cế — Dˆ) (STO) (M) 
(ABD)Ê + (BCE)Ê2 + (DEF)?®+(FAC)“ ÍE} [Ang 





I 5 
V= 1avX+Y+M-Ans = m = 0.183389981 


@) Cho tứ diện SABC trong đó: 
SA=2,SB = v2,SC = V3; AB = BC =CA=]1 
Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tư điện. 


Bán kính của mặt câu ngoại tiêp tử diện cho bởi công thúc: 


1 
R= sự VPP~ đi đ5)(P — đađ§)(p — a4) 





1 
7£, ® + 
VỚI Ø = 5 (41s + đ¿dạ + đa 44). 


Áp dụng vào bài toán ta có: 


® p=2.5/3132185 








X Vp(p — đ\ đ5)(P — đa) (P — 4a 44) = 


1 23 
Vậy F= —— v P(P~ \4s)(Pp — 4a2đe)(p — đa 44) = s 


ÌL Fễ 
6V 6 v5 
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"l5 CÔ số... 


He z 1.072380529. 


10 
Làm tròn với 4 sô lẻ thập phân, ta có: R = 1.0724 





Bài tập tương tự. Cho tứ diện S4%C với kích thước như sau: 
SA=6,SB=7,SC=8; BC =10; AC =11;AB=9 


Hãy tính thê tích tứ điện và bán kính mặt cầu nội tiếp hinh chóp. 
ĐS: V = 54.120172353343 ; Sp = 114.6320706552 


§ 3V 
Lưu ÿ: 7= -—— =1 1151020,. 
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PHỤ LỤC 
Việc sử dụng máy tính CASIO từ phía học sinh 


Quyên sách đã được việt xong và chuân bị đưa vào sử dụng cho các 
lớp bôi dưỡng giáo viên, nhât là giáo viên ở các tỉnh đông băng sông 
Cứu long vốn Tất thiếu nhiều tài liệu học tập. Ngay vào thời điểm 


viết xong quvền sách này. Phòng đầu tư giáo duc (BITEX) cho biết 


c*⁄ M22 SỊYt) văS 2 YVdk 2 “ »„ BI AE —- XS+ưŒ tk Đ tt ~.. 


trên mạng, học sinh có rất nhiều sáng kiến trong việc sử đhp MTCT 
nhờ thây xem và đánh giá việc sử dụng MECT hiệu quả từ các sáng 
kiến đó. 


Bán thân tôi từ một n 
MTCTT cũng từ học tr Ò li" nữ Hi . của mình. Ÿ vậy khi BITEX 
đề nghị, tôi TH ngân ngại gì. Phòng đầu tư giáo "" (BITEX) gợi 
ý tôi đọc một số các nghiên cứu của học sinh, nhất là nghiên cứu của 


bạn Trần Ngọc Ánh Phương: 


da 
H 
P¬ 


http://kinhnghiemhoctap.blogspot.com/p/nang-cao.html 


và theo yêu cầu của bạn ấy, tôi sẽ viết vào phần phụ lục này là 
“tham khảo Trần Ngọc Ánh Phương - kinhnghiemhoctap.blogspot. 
com” 


Trong bài phụ lục này, phần trong đóng khung là của bạn Trần Ngọc 
Anh Phương, tât nhiên tôi có vài sửa chữa nhỏ. 
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Sáng kiến 1: CÁCH NHÂN, CHIA ĐA THỨC CHỈ BẰNG MÁY TÍNH 





Ví dụ 1: (x+1)(x+2)+(3x2+ x+6)(x+7), bạn giải ra kết 
quả là: 
3x)+2307 104 d1 


Bây giờ tôi (Trần Ngọc Ánh Phương) sẽ giải bài này chỉ bằng 
cách bấm máy tính do tôi nghĩ ra! 

Bạn bẩm: 

1000 [E}] LƠ ]lam] [+] L1] L2] LƠ [am] [+] L2) D) (+) | 
LỚ] [3] lan] [z?] [] la) [+] [6 ] L2 ] LC) [Am] [E] [7] D ) ] 

Máy hiện 3023016044, bạn tách chúng thành từng cụm ba 
chữ số 3,023,016,044 (nhớ là từ tách bên phải sang nghe), | 
và đó chính là các hệ số cần tìm 3,23.16,44. Ta viết 


3x3+23xŸ + 16x+44 


Thế là xong! Thử lại bằng cách bấm qua trái, bấm thêm 
[)EGG) ám) [x) [E) L2) L3) am] (c3 (+) L1) [6 ] [An [+) 


(4](4](5)ÍE], máy báo bằng 0, phén tính mình đúng. 


Xin giải thích một chút về quy trình bấm phím: bạn bẩm 
1000 [E] cho mọi bài toán,khi nhập phép tính thay x bằng 


Âns 








Về sáng kiến này tôi giải thích (không phải chứng minh) như sau: 


Giả sử ta có các phép toán (cộng, trừ và nhân) các đa thức với hệ số 
nguyên có bậc không quá 3 đê ra một đa thức bậc 3. Khi đó kêt quả 
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của phép toán có dạng: 
ƒ(x)= axÌ+bx2+cx+d 


Ta có: ƒ(1000) = 10%4+108b+ 103c + ä 
Thực hiện trên MTCT như trên, ta có: 


3023016044 = 103 x 3 + 108 x 23 + 10 x 16+ 14 


Trong ví dụ trên, quan sát thấy các hệ số đều dương, tác giả đồng 
nhât z = 3,b = 23,c = 16, = 14. Tuy nhiên - như sẽ thây ở dưới - 
vấn đề không phải lúc nào cũng đơn giản như vậy. 


Ưu điểm của cách làm thì đã thấy rõ. Về khuyết điểm: 


1. Chí áp dụng được khi trong kết quá #,Ø,e,đ là các số có tối 
đa 3 chữ sô và luôn luôn phải thứ lại vì kêt quả ban đầu không 
luôn luôn đúng. 


2. Khi thử lại thấy sai ((hông thường là khi thấy ƒ(1000) chứa 


xr bÃ nh ha ¬khrY c TẢ ẤA l%sx †¬aaecy lrha ha; 4 LÀN ưa cA 1h¿Š 


những ĐỘ CÔ Dã Chư SỐ qua iơn, ng bộc — KỦN //?fC i€ id CúC SỐ H12 
hơn nhiễu), tác giả đưa ra cách khắc phục bằng cách trừ số có 
3 chữ số đó cho 1000, sau đó cộng 1 vào số của bộ ba đứng 
trước. Tất nhiên trước khi kết xuất ra kết quả, vẫn phải thử lại. 





Ví dụ z„lST 5 j'(x +6x—7)+10x—21 | 
Thực hiện như trên, máy hiện 5026957000, bạn vẫn tách 
như trên 5,026,057,000. 


2 


Lần này phải cẩn thận hơn! nhóm QOEK7 ta hiểu là -43 (vì 
ay nhôm QB/ ta hiểu là -43 |vì 


— 


957- I000--43) chứ không phải 957! Vì sao ư? Đơn giản là 


Z 


vì 957 là số quá lớn không thể là hệ số của chế: nhân này 
được và ta phải lấy nhóm số đỏ trừ đi 1000. 
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Dấu hiệu cần chú ý tiếp theo là nhóm 026, nhóm này đứng sau nó 
là nhóm 957 (nhóm có hệ số âm), vậy ta lẫy 26+l=27, hiểu đơn 
giản đẳng sau nhóm có hệ số âm thì phải nhớ I. 

Vậy kết quả là: 5x3 +27? — 43x 








Tóm lại, với qui mô của một bài thi đại học môn toán, các SỐ trong 
các phép toán đa thức trên không có 4 chữ số. Do đó phương pháp 
của HS Trần Ngọc Ánh Phương tỏ ra khá hữu ích cho các bạn đồng 
học và cho các học sinh thế hệ sau. 

Đề kết thúc phần này và để thấy rõ ưu điểm của phương pháp mà bạn 
Phương gọi là “Phương pháp 1000”, các bạn xem bài toán sau: 


1. Khai triển thành đa thức bậc 3: 


D(xyì= f1Ox+IBì(T1 7x +16) +f1Bxy^+ ]4y + 13)(12+y + TÌT) 
+ \xVJ Q42 TP 127 (Lá «UV TT? 127 TT (\ LA2«V TÔ 4 1x V TT 142) (L@—<-⁄V TT 117 


1000 {=) {Cj [1] [9} Am) (=) [#) [1) [s]([2) LCO) (1) L7 ) (An) 
[#) [1){§) D] [E) LC) L1] L5} [An] [~?) [+) L1) L4 ] lam) [+] [ ) 
(1)(3) LO t1) 2) (1)(1]D]] 1801656920431 
Sau khi thử xong, ta có: 

P(z) = (19x+18)(17x+ 16) + (15x? + 14z + 13)(12x+ 11) = 

= 180x3 + 56x” +920x + 431 


2. Khai triển thành đa thức bậc 3: 


` 3# ` z# = 


nư gối. > Š vi. 
(3) = 9x+ 18)(1/x+ 16) - (15X“ + l4x+ 15)(12x+1]) 


1000 [E] (CJ{1) (8) am] (=) [+] L1) [8] [2] LO] L1) L7) [Am) 
7) [6) D) [=) LÒ L1) (5) [am] [x) [) LT) [4] [An] [E) D}) 
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(1](3]C] E1] [2] [An] [+] [1 ] L1] D ] E] — 1801009I6991855 


Ta xét số: 180|009|699|855 


180 | 009 | 699 | 855 
180 | 009 | 700 | -145 


1nw® ae1“® 530\® 1 1E 
1OU UJ1U ~)ƯUU mm... 


—180 | —10 | +300|+l145_ (đôi dâu) 








Cách thức thực hiện là “?/z thấy sai, trừ 1000, cộng Ï vào bên 


trái. ” 
Cuối cùng, sau khi thử thấy đúng, ta viết 
P(z) = (19x + 18)(17x + 16) — (1L5xÊ + 14x + 13)(12x+11) = 


= —180+xŠ — 10x +300x + 145 


Sáng kiến 2: LẬP SƠ ĐỒ HORNER TRÊN MÁY TÍNH 





thường dùng cách chia được học năm kế si Nếu phép 
chia là chia hết ta có thể dùng phương pháp gia bằng sơ 
đồ Horner. Nhưng với phương pháp này (Lập sơ đồ Horner 
trên MTCT) ta không cần dùng đến sơ đồ Horner nữa. Nếu 
bạn hiểu cách nhân đa thức rồi thì chỉ cần thay phép nhân 
bằng phép chia là được. 

Ví dụ : Biết đa thức 2x” — 3x” — 16x +21 có một nghiệm 
x=3. Hãy viết đa thức dưới dạng (x— 3)(ax2 + bx+ c). 
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| | 


Thực hiện: 
1000 [=] L2] [Am] [` (—] (3 ) [An] (+) [—] L1] L6 ] [An) [+} 
L2) L1] Œ) [Apj [—] [3 ] [E] 2I0021993 


Lấy 993 — 1000 = —7. 
Vậy 2x — 3x - 16x+ 21 = (x—3)(2xˆ+3x— 7) 
..é “=ẽ======....- 





Đây là một sáng kiến của học sinh trong quá trình sử dụng MTCT. 
Tuy nhiên với máy tính CASIO FX 570VN Plus, với tính năng lưu 
nghiệm, ta có thê thực hiện như sau: 


to (5) (2) (2)(E)(O) L3) J(G©) L1) (8) E) L2) L1) ) 


Máy tính sẽ xuất ra một nghiệm nguyên là 3 và hai nghiệm thập phân. 
Lưu hai nghiệm thập phân vào [A]và [B] Khi đó: 


3 


2x —3x“—-l6x+2l =2(x—3)(xˆ —-(Ä+B)x+ AB) 
[z. 36.) 
= 0E ~SU Lễ "5 aj 
2 P2 


Lưu ý: Với hai ví dụ cuối cùng nêu trong sáng kiến 1, nếu các 
bạn không muốn thử đi thử lại nhiều lần, điợg MTCT ta có 


thể thực hiện như sau: 





() Nhập biêu thức lên màn hình trong một cặp dấu đóng mở 
ngoặc đơn. 


(2) (au (6) Œ) fM (S10) fm) (D) 
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(Me) [1 ) (=) (ST0) [tan] (F) 
(Cac](CO](1)(E) (em) eÙ (ST0) (œ3 (E) 





'!* 8 


` ` vụ , 
(A3) nhiên lần cho hiện lên biên thức san đó bậm (sa) 
` z kKk41k1§x `*x*%. ` ỶỸ k2«+ > >2. `2 `7 ` "#7 


VỀ TẾtEL NMIÀAt? LAN HN Â ^ ktwkT VI VÉ «+ X4k11ˆ2 


để đưa con tró lên và bấm liên hoàn _® im] 0) 


“,P mẻ 


Gmrr] (/E) (a8) C4 Œ ŒÒ (0) (C] mm) f@) (ST0) fvp 


(C) đẻ thực hiện việc tính đạo hàm của hàm số tại x = 0. 


(ø) 8Ø @® [3ø mm 060) E3 


‹cSCcCcCẲ tT_7yrãn Ẽẽ_————m=†ẬẰŸẼ BmnHB GB XS Nm=” XS - —_—_—_ỪT  `x~——_—_- ` 


Œ) 8Ø ml 6m Rg) 610) [Ð) (A) 


Kết quả: Ax?+ Bx?+Cx+d 





Cách thức nảy thực hiện nhiêu bước và lâu hơn sáng kiến 1 ứ„y không 
lãu hơn bao nhiểu, nhưng không cần phải thử đi thử lại và do đó độ 
an toàn cao. 





Ví dụ: (3x3 +9x)(12x- 6) - (2x— 9)°(9xˆ +2) 
nêu dùng “ 1000” ta thực hiện như sau: 





[ALG) 1000 
LO£Z)(X)z3)(3)(x)DJEO))(2)X)8)D) 
(=) LO(2)(XJ =) (9) [3){x3©(5)(X) (z3 (21D) 


1000 [E] 305|371|017 


©œ 
CG 
œ 


Nếu chọn P(x) = 305x3 +371x? + 17x+838 
thử lại thấy sai. Lấy 838 - 1000 = —162, 
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nếu chọn P(z) = 305x3 +371x2 + 18xT— 162 
thử lại vẫn thấy sai. Lấy 371 — 1000 = —629, 
nếu chọn P(z) = 306+3 — 629 x2 + 18x — 162 
thử lại thấy đúng. 

Vậy P(x) = 306xŸ — 629xŸ + 18x— 162 


Như các bạn thây, mỗi lần thấy sai ta đều phải điều chỉnh “trừ 1000”. 


Vẫn đẻ là lấy số nào “trừ 1000?” vẫn manø vếu tố may rủi. Ty nhiên 


` Sẻ XCC XU T VỌM/ XI ÊYA/ V Cài LÃ 2C VJ MS VÀ AC } khảo (Â Phy Tớ mờ k0 


nh đã nói ở trên, với qHÍ mô của một bài thỉ Đại học, phương pháp 
của HS Trân Ngọc Ảnh Phương là giải pháp tốt nhất. 


Cách khác: 


Nhập biêu thức (3x3 +9x)(12x— 6) - (2xz— 9)7(9x2 +2) lên màn hình 
trong một cặp dấu đóng mở ngoặc đơn và nhẫn (E] 


(0){E) -162 (STO)(D) 


L1) ) -467 (STO)Œ) 
L1) E) -1115 (STO)(Œ) 


(STO)(C) 


 (#) 8 œ®(2)(=) Ø ) -629 (STO)(B) 
( {=)  (=) @) {=) §) [E)306 (STO)(A) 





Vậy P(x) = 306x3— 629x7 + 18x— 162. 
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